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A BST RACT 

It is shown how the s t a t ionary  d is t r ibu t ions  o f  a b o n u s - m a l u s  system can be 
compu ted  recursively it is fur ther  shown that  there is an intr insic re la t ionship  
between such a s t a t ionary  d i s t r ibu t ion  and the p robab i l i ty  o f  rum in the risk- 
theoret ical  model  T h e r e c u r s l v e a l g o r l t h m  l s a p p l l e d t o t h e S w ~ s s  b o n u s - m a l u s  
system for au tomob i l e  th i rd -pa r ty  habfl l ty and can be used to evaluate  ruin 
p robab lh tms .  
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1 iNTRODUCTION 

Les syst~mes b o n u s - m a l u s  sont  f requemment  utihses en assurance  au tomobi l e ,  
no t ammen t  en Europe .  Ils ont  pour  fonct ion de r o a r t l r  plus 6qul tablement  les 
coots  entre les bons et les mauvals  risques. Une classe de ta r l f  est prOvue pour  
le nouvel assure puis, annue l lement ,  un rOajustement de la classe de tar l f  est effec- 
rue con fo rmemen t / a  son experience et aux r~gles du syst~me. Ces rOgles sont  fixes 
et ne prennent  en compte ,  genera lement ,  que le hombre  de rec lamat ions  rap- 
portOes dans l 'annOe prOcOdente. 

L 'Otabhssement  des rOgles d ' un  systOme b o n u s - m a l u s  demeure  un processus 
re la t lvement  arb~tralre.  I1 est alors  Impor t an t  de pouvmr  verifier Sl elles ne vlen- 
nent pas en con t rad ic t ion  avec les buts  clu syst&ne et d ' & r e  en mesure d ' en  
a p p r & l e r  l'efificaclte. La theorle  des chaines de M a r k o v  est gendralement  utillsde 

pour  ces etudes dont  une &ape  consis te  en la d&ermina t lon  des d is t r ibu t ions  sta- 
t lonnalres  associees au syst~me ( e . g ,  LOIMARANTA, 1972; VESPALAINEN, 1972; 
LEMAIRE, 1985, ch. 17 et 1982, ch. 16). Cela revlent b. &re  que l ' on  s 'mteresse  

la r e p a m t l o n  fi long terme des assurds parm~ les classes de tarif .  
Notre  but  est de mont re r  que,  sous certaines condi t ions ,  la &s t r lbu t ion  s ta t ion-  

nmre de la classe de ta r l f  d ' u n  risque donne  peut &re ob tenue  s~mplement d ' u n e  

fagon redurslve,  sans faire a p p e l / t  la theor ie  des cha]nes de M a rkov .  Le proced6 
sera lllustre avec un cas concre t  Ensui te  nous e tabhrons  les liens entre cette 
&str ibut~on s t auonnmre  et la probabfl~t~ de rume,  clans les cas &scret  et cont inu .  
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2. LE SYSTEME BONUS-MALUS A TEMPS DISCRET 

2.1 Le ModUle 

Solt un syst6me b o n u s - m a l u s  consti tu~ de n + 1 classes de tarff  C,, 
t = 0, I, 2, . . . ,  n. Par  convent ion ,  les classes sont  num6rot6es en o rd re  croissant  de 
pr ime.  En utdlsant  la termmolog~e de la th6orle des chaTnes de Markov ,  nous 
d]rons que l 'assur6 se t rouve darts I '~tat t quand  i[ pale la pr ime de la classe C,. 

Nous consid~rons  un assur6 en pa rucuher .  So]ent X, son 6tat au moment  t, 
t = 0, 1,2 . . . . .  et Xo = Xo son 6tat inmal .  Nous supposons  que dans chaque  inter- 
valle de temps la classif icat ion de l 'assur~ est mod~fi~e selon les r6gles suivantes:  
solent Y~, )'2 . . . .  , des variables al6atoires mutuel lement  ind6pendantes et identique- 
l e n t  dis tr ibu6es (i.i d.)  relies que 

(1) Pr(Yt = k)  = q (k ) ,  k =  - 1 , 0 , 1 , 2  . . . .  

et au temps  t + 1, l '~tat  est donn6 par  

~ Xr + Yr + I si O <~ Xr + Y~ + l <~ n, 
(2) X,+t = 0, sl X , +  Y , + , =  - 1 ,  

n, Sl X t +  Yt+l > n. 

Donc,  il y a un recul de 1 avec une probabi l i t~  q ( -  1), et avec p robabd l t6  q (k ) ,  
k = 1 , 2 , . . ,  fl y a un avancement  de k dtats. Le recul a lieu quand  il n 'y  a pas 
eu de r6c lamat lon  dans  la p6r iode pr6c6dente et les avancements  cor respondent  
au cas 06 une ou plusleurs  rec lamat ions  ont  ~t6 rapport6es .  Ce dermer  6nonce ne 
tlent pas compte  des modif ica t ions  n6cessaires puisque 0 et n sont respectwement  
le plus peUt et le plus grand ~tat qm peuvent  fitre a t temts .  

Ains[,  la pr ime de I 'assur6 est a]ust6e ~t la ba]sse s ' i l  n ' a  pas rappor t~  de 
r6c lamat lon ,  ~ la hausse dans  le cas cont ra l re ,  mais sans ~tre mf~rieure ~. la pr ime 
mm~male ou sup6neure  a la pr ime maxlmale .  G6n6ralement ,  Y,, la varlatJon de 
l '~tat ,  ne d6pend que du hombre  de smxstres sans 6gard ~. leur s6v6nt6. 

Par  ~a lol des probabih t~s  totales,  on obt ient  de ces hypotheses  que 

(3) Pr(X,+[  ~ < x ) =  ~ P r ( X t < % x - y ) q ( y )  
. v = - ]  

pour  x =  0, 1 , 2 , . . . , n  - 1. Ev idemment ,  

(4) Pr(Xr+~ ~< n ) =  1. 

2.2. La Dtstributton Stationnaire 

Sous ces hypoth6ses  une d is t r ibu t ion  s ta t ionnai re  existe et elle ne d~pend pas de 
1'6tat initial .  Cet te  af f i rmat ion peut ~tre d6montr6e  en ut ihsant ,  ent re  autres,  les 
propri~t6s des cha'ines de Markov  (KARLIN et TAYLOR, 1975, p. 83). Solt  

(5) F(x;  n) = hm Pr(Xr ~< x).  
14OO 



D I S T R I B U T I O N S  S T A T I O N N A I R E S  D ' U N  S Y S T E M E  B O N U S - M A L U S  33 

Pour  / ~ m, d ' ap rbs  (3) et (4) nous avons 

(6) F(x; n ) =  ~ F ( x - y ;  n) q(y), x = O , l , 2  . . . .  n -  1 
" ~ = - [  

e t  

(7) F(n; n)= 1 

L'equa t ton  (6) est une formule  recursive; sn on conna'~t F(O, n), F(I, n),  , 
F (v ;  n),  on peut calculer  F(.~ + I; n) ,  en utd~sant la formule  

(8) q ( - I )  F ( x +  I; n ) =  F(x; n ) -  j_~F(\ ' -y ,  n )q(y) .  
) '  = 0 

Amsn, [ '6quat lon (6) possbde une solut ion unique ~ une cons tan te  m u h l p h c a t w e  
pres. Cet te  cons tan te  est d~termm~e par  la condTtton (7). 

Par  cons6quent  F(x; n) peut fitre calcul6e de la fa~on su |vante  On calcule 
d ' a b o r d  une suite de va[eurs aumhatres  A(O),A(I) ,A(2)  . . . .  en cholsnssant 
AC0) > 0 arb t t rmre  et en d~ te rmmant  A (1), A(2)  . . . . .  r~cursivement  de tetle SOSte 
que 

(9) 

A[ors tl smt 

(10) 

q ( - l )  A ( x +  t ) =  A ( x ) -  ~_~ A ( x -  y)q(y) 
V = 0  

A(x) 
Fix, n ) -  x = 0 , 1 , 2 ,  . , n  

A(n)'  

par la cond~tTon (7) 
On cons ta te  que la state des valetns auxflLalres A (x)  ne d6pend pas de la valeur 

de n De plus, [ '6quat ton (10) nous mont re  que cette sunte est m o n o t o n e  
c~o~ssante. $1 on ecnt  (9) sous la [o~me 

q ( - I ) [ A ( x +  I - A ( x ) ]  -- ~ q O ' ) [ A ( . ~ ) - A ( x - Y ) ]  + ~ q ( y )  A ( x )  
x - O  I x ~ l  ( l l )  

cette m o n o t o m c u e  se vott a lg6bnquement  par  inducuon .  

2 3 Un Notnbre d'Etats hzflnt 

Consnd6rons mamtenan t  le cas ou ]es 6tats sont 0, I, 2 . . . .  , sans boTne sup6rteure.  
Une d~stnbutnon stat~onnaire extstc st 

(12) E [Y , ]  = .~ y q(y)<O,  
I ' = - - I  

e , s'nl y a une attractnon ( "d r i f t " )  vers le bas (vonr, par  exemple ,  KARLIN et 
TAYLOR, 1975, ch. 3). Ev~demment,  [a d~snibut ion s t a t i onnaue  peut alors 6t~e 
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obtenue  c o m m e  la hmlte 

(13) F(.v) = Inn F(.v; n), 
Jt , c la  

et satlsfalt des equanons  stmdalres fi (6), (8) et (9). 

(14) F ( x ) =  ~ F ( . v - y ) q ( y ) ,  x = 0 , ] , 2 , .  
v = - I  

el. 

(15) F ( o o ) =  I. 

Par  consequent ,  F(x) est propor t lonnel  ~. A (x).  Si on chols~t A (0) 6gal ~. F(0), 
on a alors A ( x ) =  F(x) pour  x =  0, 1 ,2 , .  . Heureusement ,  fl est posstble de 
determiner  F(0) La d e t e r m m a n o n  de la fonctlon gdneratice des probabfll tes 
assoclee ~ F(x) nous donne une formule exphmte pour  F(0) (equauon (25)) 

Soient f (0 )  = F(0) et f ( x )  = F ( x ) -  F ( x -  I) pour  x =  1 , 2 , . . ,  les probabf lnes  
de la distr ibutIon stat~onnmre. De 1 'equanon (14), on obtmnt  

f (0 )  = f ( l ) q ( -  I) + f (O)q( -  1) + f (0)q(0)  (16) 

el 

(17) f ( x ) =  ~'] f ( . v - y ) q ( y ) ,  x =  1,2, 
I ' = - -  [ 

On petit expnmer  la fonctlon genera tnce  des p r o b a b d u e s  f ( x ) ,  
oc~ 

(18) G(s) = ~ s  f ( x ) ,  

par la foncnon  genera tnce  des p robabdues  q(y), 

(19) H ( s ) =  ~.~ s 'q(y)  

En effet, en unhsant  les 6quanons  (16) et (17) dans (18), on obuent  tout d ' a b o r d  

(20) G(s )  = k s '  ~.] f ( . v -  y)q(3,)  + J(O)q(- I) 
~ - I )  I - - 1 

Un changemcnt  dc varmble,  z = x - v ,  nous donne  

(21) G(s) = k k 5 " q ( y ) s T ( z ) - f ( O ) q ( - l ) s - '  + f (O)q(-  1) 
~ ' - I : "  0 

= H(s)G(s) + f (O)q( -  I)s -~ + f (O)q( -  1) 

I)onc,  

(22) 
G ( s )  = 

II reste fi determiner  f(O). Or,  iI 

(s - I )f(O)q ( - 1 ) 
s(1 - H(s)) 

faut G ( I ) =  1. En unhsant  la regle de 



D I S T R I B U T I O N S  S T A T I O N N A I R E S  D'LIN SYST[~ME B O N U S - M A L U S  35 

B e r n o u l l i - I ' H o s p i t a l ,  on t rouve 

(23) 

II en d6coule que 

(24) 

e t  

(25) 

G ( l ) - f ( 0 ) q ( - I ) -  I. 
- H ' ( I )  

G ( s )  = 
(s-  1)(- H'(l)) 

s ( l  - H ( s ) )  

- H ' ( I )  1 -  ~ Yq(Y) 
f ( o ) -  q ( -  z - - - V  =  --ii 

11 cst a noter  que selon l ' hypoth6se  (12) cette derm6re quanut6  est posinve.  Si 
1 '6quauon (12) West pas sansfmte ,  la d t s t n b u u o n  stat~onnmre n'ex~ste pas. 
LINDLEY (1952) a demont r6  que dans  ce cas A ( x ) ~  oo quand  x ~  oo. 

2 4 Fxemple Numdrtque 

La proc6dure  r6curswe pour  6valuer la d l s t n b u u o n  s tanonna) re  d ' u n  systhme 
b o n u s - m a l u s  sera illustr6e avec le syst6me smsse Ce systhme possbde 22 classes 
de tanfs  qm sont num6rot6es icl de 0 h 21. Le nouvel assur6 dolt  payer  la pr ime 
d e l a c l a s s e 9  P a r l a s t n t e ,  s ' f l n e r a p p o r t e a u c u n s m ~ s t r e d u r a n t u n e a n n 6 e i l p a s s e  

la classe de ta r i f  ~mm6dlatement mfdrteure,  a. morns qu ' i l  ne se t rouve d4jb. 5. 
l a c l a s s e 0  Sl, a u c o n t r m r e ,  f l p r o c 6 d e a k r 6 c l a m a t l o n s ,  k = l , 2 ,  , f l p m e r a p o u r  
I 'ann6e smvante  la pr ime de la classe s~tu6e b_ 3k au dessus dc sa classe actuelle,  
rams au plus la pr ime de la elasse 21 

Le tableau I donne  le mveau des primes de ce systemc en pourcen tage  de la 
prune de base, c e l l e d e l a c l a s s e 9  N o u s s u p p o s o n s q u e l e n o m b r e d e r e c l a m a n o n s  
Ni, I= 1 ,2 , .  , d ' u n  assure donn6 est une var iable  a l6atolre  de Polsson de 
p a r a m e t l e  0 > 0  On a donc  pore le systeme stusse'  

(26) q ( -  1) = e -a ,  cq(3) = Oe -a, q(6) = 0 2 e - ° / 2 , .  

T A B L E A U  1 

S'~ ST[ ME BONbS-N'I,\I Us SulssE 
PRIMLS E'4 POUR( I_NTA(,F Dr IA  PRI\IF DL BASE 

0 45 8 90 16 185 
I 50 9 100 17 200 
2 55 10 I10 18 215 
3 60 I1 120 19 230 
4 65 12 130 20 250 
5 70 13 140 21 270 
6 75 14 155 
7 80 15 170 
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La varmble  al6atoJre Y, qm donne  la modif ica t ion  de 1'6tat (a l 'int6r+eur des 
hmltes admtsstbles)  est donc d~finte par  

(27) yt=I3N, s, N r ~  l, 
( - 1  sl Nt = 0, 

pour  t = I ,  2 . . . .  Par  consequent ,  I 'esp~rance de Yt est donn6e par  

(28) E[  Yt] = E [ 3 N t ]  - P r (N,  = 0) 

= 3 0 -  e - ° .  

Sz on cons~dere le systeme b o n u s - m a l u s  ayant  un hombre  mfim d 'd ta t s  cor- 
r e spondan t  au systbme smsse, fl faut pour  ob t emr  une distr~butmn s ta t ionnai re  
que 

(29) ~ yq(y)= 30- e-° < O, 
V = - - I  

c'est-&-dtre 0 < 0 257628 d ' apr~s  (12) Dans ce cas, on t rouve 

(30) f (0 )  = 1 - 30e °, 

el on cons ta te  quc la cond l tmn  (29) est ~qmvalente  a f (0 )  positff .  
Cons ld~rons  8 nweaux de risque, solent 0 , = 0 . 0 5 t ,  t =  1,2, ,8.  Dans les 5 

premiers  cas la d t s tnbu t ton  s ta t tonnat re  du syst~me poss~dant  un nombre  mfint 
d 'd ta t s  extste. Donc,  en prenant  f (0 )  selon l ' ~quanon  (30) les fonct ions  auxdimres  
,4 (x)  sont ~gales /l F(x). Pour  0 = 0.30, 0.35 et 0.40, on prend a rb l t r a i r ement  
A (0) = 1 Le tab leau  2 prdsente les valeurs ob tenues  en appl iquant  r~curswement  
la formule  (9). On consta te  que toutes ces fonct tons  sont crotssantes.  

Pour  d~ te rmmer  la d~smbut ion  s ta t lonnat re  du syst6me smsse or iginal ,  il suffit 
d 'u tJhser  la re lanon (10). Donc,  les foncuons  de r6pa r tmon  stat~onnmres sont 
o b t e n u e s e n d w i s a n t  F(x) par  F(21) ou A(x) par A(21)  L e t a b l e a u  3 c o n t t e n t  
les fonct tons  de t~par t t t ton stat~onnaires r~sultant de ces op~rauons .  Les fonc- 
ttons de p robab ih td  assoc~es  sont donn~es au tab leau  4. 

3 PROBABILITE DE RUINE MODELE DISCRET 

Consld6rons  mamtenan t  le surplus (les r6serves "hb res" )  U, d ' u n  assureur / l  la fin 
d ' u n e  p6r iode de temps t, t = 0, 1,2 . . . .  et so~t Uo = u le surplus mitml,  u entwr 
non-n6gat~f. Nous supposons  qu'/~ chaque  p~r~ode le surplus  est modifl6 de la 
fa~on suivante:  

(31) Ut+l=Ur+Zl+l t = 0 , 1 , 2  . . . .  

OU les Z,+t sont des var tables  al6atotres i . t .d,  telles gue 

(32) Pr (Z ,  = z) = v(z) ,  z =  1,0, - 1 ,  - 2 ,  . .  

L ' a s su reu r  fret donc  un gain de I avec probabdzt6  u ( l )  et une perte de k avec 
probabf l l t6  u ( - k ) , k  = 1,2 . . . . .  Ce mod61e n 'es t  6vldemment  rmsonnable  que si 
les lntervalles de temps sont tr~s courts .  



x 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

i0 
II 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
3O 

F(x) 

T A B L E A U  2 

S~TTE xIr Bt)'~t ~ M,xt t. ~, St. I%%L 

Nt)\II~RI I ) 'E I  Xl,, I \ l l \ l  

8:.05 .i0 .15 .20 .25 

842309 
885495 
930896 
978624 
986683 
992997 
997364 
998516 
999270 
999690 
999837 
999922 
999965 
999982 
999991 
999996 
999998 
999999 

1 000000 
1 000000 
1 000000 
1 000000 
1 000000 
1 000000 
1 000000 
1 000000 
1.000000 
1.000000 
1.000000 
1.000000 
1.000000 

.668449 

.738750 

.816445 

.902311 

.930363 
954336 

.973059 
981824 

.988353 
992783 

.995266 
996982 

.998092 
998766 

.999213 
999499 

.999678 
999794 

.999869 
999916 

.999946 
999966 

.999978 
999986 

.999991 
999994 

.999996 

.999998 

.999998 

.999999 

.999999 

.477175 

.554398 

.644118 

.748359 
797893 
.843859 
883807 
.909215 
930436 
.947188 
959216 
.968780 
976141 
.981662 
985957 
.989245 
991749 
.993679 
995156 
.996286 
997154 
.997819 
998328 
.998719 
999018 
.999247 
999423 
.999558 
999661 
.999740 
999801 

267158 
326308 
398553 
486794 
541140 
595688 
647865 
688602 
726306 
760004 
788605 
814226 
836792 
856435 
873816 
889089 
902480 
914278 
924644 
933752 
941763 
948805 
954994 
960436 
965220 
969425 
973122 
976371 
979228 
981740 
983947 

A(x) 

.30 .35 .40 

036981 1.0000 1.0000 
047484 1.3499 1.4191 
060971 1.8221 2.0138 
078289 2.4596 2.8577 
091279 3.0201 3.7052 
105334 3.6718 4.7613 
120009 4.4097 6.0517 
133366 5.1696 7.5264 
146942 6.0115 9.2967 
160438 6.9312 11.4029 
173462 7.9180 13.8812 
186412 8.9953 16.8270 
199172 10.1655 20.3188 
211672 11.4328 24.4510 
224013 12.8106 29.3509 
236160 14.3062 35.1567 
248103 15.9291 42.0347 
259869 17.6916 50.1858 
271449 19.6049 59.8441 
282846 21.6818 71.2880 
294067 23.9368 84.8487 
305111 26.3847 100.9170 
315983 29.0422 119.9567 
326684 31.9272 142.5175 
337218 35.0593 169.2503 
347588 38.4595 200.9268 
357795 42.1509 238.4611 
367842 46.1583 282.9366 
377732 50.5088 335.6368 
387468 55.2319 398.0828 
397051 60.3593 472.0768 

1.0000 
1.4918 
2.2255 
3.3201 
4 5530 
6 1956 
8 3525 

ii 0525 
14 5478 
19 0464 
24 7967 
32 1911 
41 6851 
53 8635 
69 5019 
89 5759 

115 3411 
148 4167 
190 8737 
245 3726 
315 3307 
405.1318 
520 4044 
668 3739 
858 3140 

1102 1298 
1415 1030 
1816 8495 
2332 5496 
2994 5258 
3844 2684 

bo -4 

C 
-4 

Z 
Do 

.4 
> 
-3 

Z 
Z 
> 

~n 

Z 
~n -< 

-4 
rr~ 

rn 

0 
z 

i 

> 



TABLEAU 3 

S I s ( [ \ l ~  B()'-4 % >,'[~llth SLI%%L 
Fox(  IlON% I)[ R[ P,\R[ITI(Y', 

F(x;21) 

Oo 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

I0 
Ii 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 

~ :  .05 

842309 
885496 
930896 
978624 
986684 
992997 
997364 
998516 
999270 
999690 
999837 
999922 

.999965 

.999982 

.999992 

.999996 

.999998 

.999999 
1.000000 
1.000000 
1.000000 
1.000000 

.i0 .15 .20 

I. 

668472 
738776 
816473 
902342 
930395 
954368 
973093 
981857 
988387 
992817 
995300 
997016 
998127 
998800 
999247 
999533 
999712 
999829 
999903 
999950 
999981 
000000 

478218 
555609 
645526 
749994 
799636 
845704 
885739 
911202 
932470 
949258 
961313 
970898 
978274 
983807 
988112 
991408 
993917 
995851 
997331 
998464 

.999334 
1.000000 

281574 
343915 
420058 
513060 
570339 
627830 

.682822 

.725757 

.765496 

.801011 

.831157 

.858160 

.881943 

.902646 

.920965 

.937062 

.951176 

.963610 

.974536 

.984135 

.992579 
1.000000 

,25 

.121205 

.155630 

.199833 
256590 
299167 
345231 
393327 
437107 
481601 
525836 
568520 
610964 
652784 
693752 
734202 
774011 
813155 
851719 
889673 
927025 
963802 

1.000000 

.30 .35 .40 

i .  

037901 
051161 
069060 
093221 
114465 
139163 
167133 
195934 
227841 
262697 
300098 
340929 
385280 
433312 
485531 
542217 
603727 
670527 
743042 
821758 
907221 
000000 

009909 
014062 
019955 
028317 
036715 
047180 
059967 
074580 
092122 
112993 
137550 
166741 
201342 
242288 
290842 
348373 
416527 
497298 
593003 
706403 
840777 

1 000000 

002468 
003682 
005493 
008195 
011238 
015293 
020617 
027281 
035909 
047013 
061206 
079458 
102893 
132953 
171554 
221103 
284700 
366342 
471140 
605661 

.778341 
1.000000 

c 

ml 
(@D 

z 



0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

i0 
Ii 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 

= .05 

842309 
043186 
045400 
047728 
008060 
006314 
004367 
001152 
000754 
000420 
000146 
000085 
000043 
000017 
000009 
000005 
0 0 0 0 0 2  
000001 
000000 
000000 

.000000 

.000000 

TABLEAU 4 

S~%IL \ IL  B o l l s  .~IxBL% SLB',S[ 
j z ( ) \ (  11o\% I ) [  PR()I~ \I~II l [ l  

f(x;21) 

.I0 .15 .20 .25 .30 .35 

009909 
004153 
005893 
008362 
008398 
010465 
012787 
014613 
017542 
020870 
024558 
029191 
034601 
040947 
048553 
057531 
068155 
080771 

.095705 

.113400 

.134375 

.159223 

.668472 

.070304 

.077698 
085869 
028053 
023973 
018724 
008764 
006529 
004430 
002483 
001716 
001110 
000674 
000447 
000286 
000179 
000117 
000074 
000047 
000030 
000019 

478218 
077392 
089917 
104468 
049642 
046067 
040035 
025464 
021268 
016788 
012055 
009585 
007377 
005533 
004304 
003296 
002509 
001934 
001481 
001133 
OO0870 
000666 

281574 
062341 
076144 
093002 
057278 
057492 
054992 
042935 
039739 
035516 
030145 
027004 
023783 
020703 
018319 
016097 
014114 
012434 
010926 
009599 
008444 
007421 

.121205 

.034425 

.044203 

.056758 

.042577 

.046064 

.048096 

.043780 

.044494 

.044234 

.042685 

.042443 

.041820 

.040969 

.040449 

.039809 

.039144 

.038564 

.037955 

.037352 

.036776 

.036198 

.037901 

.013260 

.017899 

.024161 

.021244 
024698 
027970 
028801 
031907 
034856 
037401 
040831 
044352 
048031 
052219 
056686 
061510 
066800 
072515 
078716 
085463 
092779 

.4O 

.002468 

.001214 

.001811 

.002702 

.003043 

.004054 

.005324 

.006664 

.008628 

.011104 

.014193 

.018252 

.023434 

.030061 

.038601 

.049549 

.063597 

.081642 

.104798 

.134521 

.172680 

.221659 

c 
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55 
z 
£n 

~n 

> 

z 
z 
> 
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~D 
C 
Z 
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cn 

K 
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o~ 

t~ 
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Nous d6finissons la p robab ih t6  de survie c o m m e  la probabf l i t6  que le surplus 
demeure  tou jours  non-n6gat l f .  Cette probabl l l t6  est la p robab ih t6  compl6men-  
talre de la probabl l i t6  de rulne et d6pend no t ammen t  du nlveau du surplus  initial 
et sera alors not6e R(u) .  Par  la lol des p robablh t6s  totales,  on a 

I 

(33) R ( u ) =  ~ R ( u + z )  v(z) ,  u = O , l , 2  . . . . .  

et la fonct lon R ( u )  dolt  respecter  la condi t ion  

(34) R ( ~ )  = 1, 

sl E [ Z ]  > 0. Dans le cas cont ra i re  la ruine est certaine,  i.e. R(u)  = 0. 
En c o m p a r a n t  l ' 6qua t lon  (33) et la condi t ion  (34) pour  la probabdat~ de survie 

avec l ' 6qua t lon  (14) et la condi t ion  (15) pour  la d is t r ibut ion  s ta t ionna l re  d ' un  
systbme b o n u s - m a l u s  poss6dant  un nombre  mfim d 'd ta ts ,  on conclut  als6ment 

que 

(35) R ( x )  = F ( x ) ,  x = O, 1,2 . . . . .  

gl  

(36) v ( -  y )  = q(y ) ,  y = - 1,0, 1,2 . . . . .  

Cet te  duaht6  qui exlste entre la d l s m b u l i o n  s ta t lonnai re  d ' u n  processus al6atolre  
avec barnbre  rdfldchlssante et la p robab lh t e  d ' a b s o r p t l o n  dans  le cas d ' un  pro-  
cessus avec barrl6re abso rban te  est blen connue  (e.g. ,  C o x  et MILLER, 1965, 

p. 65) 
On peut ,  par  consequent ,  calculer  la p robabd l t6  de rume du modble dlscret de 

fat:on r6curslve: 11 suffl[ d ' a d a p t e r  le schbme r~cursif  d6crlt /t la section 2.3 con- 
formdment  aux relat ions (35) et (36). Cette procddure  a d 'aal leurs 6t6 sugg6r6e par 
G lezendanne r  et al. (1972) pour  dd te rmmer  des bornes  sup61~eure et m fdrmure a 
la p robab i l l t e  de ruine dans  le modble  cont lnu.  II s 'agl t  d ' a p p r o x l m e r  convenable-  

ment le modble  con tmu par  des modules dlscrets.  
Grfice aux relat ions (35), (36) et (25), on t rouve que la p robablh t6  de survie avec 

un surplus  initial nul est 

- ~ y v O ' )  
(37) R(0) = 1 + )..] 

,_ ~ v ( I )  

Sl on d6finit ma in tenan t  ROt; b) ,  la probabi l i t6  que le surplus de l ' a ssureur  
at te tgne un mon tan t  b, entler  et sup6rieur ~ u, avant  que la rume ne se r6ahse, 
on a comme prdcddemment  

I 

(38) R(u; b)  = ~a R(u  + z; b )v ( z ) ,  u = 0, 1,2 . . . . .  b - I 
~ ' -  - t t  

Nature l lement ,  la fonct lon R(t.t; b)  dol t  sat isfalre  la condi t ion  suivante 

(39) R(b; b ) =  1. 
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La fonct lon R(x )  sansfa l t  I '~quat ion (38); la condi t ion  (39) imphque  

R(x)  
(40) R(x; b) = .v= O, 1,2 . . . .  b. 

R(b)  ' 

Cette  re lanon n 'es t  valable  que s) E [ Z ]  > 0. Mms en c o m p a r a n t  les 6quanons  
(38) et (39) avec (6) et (7), et en prenant  v ( - y )  = q ( y ) , y  = - 1,0, 1,2 . . . . .  on a 

auss¿ 

(41) R(x; b ) =  F(x; b),  x = 0 ,  1,2 . . . . .  b. 

Par  consequent ,  la t echmque  unhs6e pour  evaluer  F(x; n) quand  E[ Y] >I 0, peut 
servlr ~ calculer  R(x,  b) quand  E[ Z] ~< O. 

4. LE SYSTI~ME BONUS-MALUS EN TEMPS CONTINU 

Nous consid6rons  mamtenan t  un systbme b o n u s - m a l u s  en temps  cont inu  et dont  
le d o m a m e  des etats est lm aussl con tmu.  Un tel systbme peut etre obtenu 
c o m m e  cas hmlte  d ' u n  syst~me d~scret. Durant  l 'mterva l le  de temps  (t , t  + dr) 
l 'assur6 pine le mon tan t  b(x)  dt s'fl occupe l'~tat x ~ l 'ms tan t  t. On dit que 
b(x)  > 0 est une densit6 de pr ime.  

4 1. Le ModUle 

Solt X( t )  I '4tat d ' u n  assur6 donn4 a l ' ins tant  t, t />  0, et X(0) = Xo I '4tat initial 
Nous posons  I 'hypothhse  que le nombre  de r4c lamatmns  par  unit6 de temps  
posshde une d i s t n b u n o n  de Pmsson  de paramht re  0 > 0. Dans un cour t  mterval le  
de temps  (/, t + dr), la p robab ih t4  de ne p rodui re  aucune  r6c lamat ion  est 1 - O d t  
et nous supposons  que dans  ce cas 

( X ( t )  - dr, si X(t )  > dr, 
(42) X( t  + dr) 

(0, sl 0 <~ X( t )  ~ dr. 

Une r6c lamat ion  est rappor t6e  dans  l ' in terval le  (t, t + dr) avec une p robab lh t e  
0 d t e t  alors  

(43) X( t  + d t )=  X( t )  + Y -  dt, 

off Y est une var iable  a l6a tmre  posinve,  md6pendan te  des observa t ions  
an t6neures  et dont  la fonct ion de r6pa r tmon  P(y )  ne vane  pas dans  le temps.  !1 
y a donc  un saut d ' u n e  ampl i tude  al6atolre  sl P(y )  n 'es t  pas d6g6n~r6e. Ce cas 
pour ra i t  ~tre celui d ' u n  syst6me tenant  compte  de la s6v6rit6 des sinistres. 

Smt /~(x, t) la foncnon  de r6par t l t ion de X(t ) .  Les hypoth6ses  pr~c6dentes et 
la 1ol des probabi l i t6s  totales  conduisent  h l ' 6quanon  suJvante: 

(44) F ( x , t +  d t ) = l ~ ( x +  dt, t ) ( l - O  dr)+ l ~ ( x - y , t )  dP(y )  ~ dt. 
0 
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De cette 6quatLon, on obt lent  

a l~(x , t ) =  a i f ( x , t ) - O l ~ ( x , t ) + t 9  I '  l ~ ( x -  y ' t )  d P ( y )  (45) a--t ~ o 

Supposons  qtlc X(I) poss~de title d ls t r lbut ton  statnonnalre quand  t ~ co So~t 

(46) F ( x )  = hm F ( x ,  t),  
t . ~ ¢ o  

alors ,  de (45), on a 1'6quatJon mt~gro-dLff6rentlelle 

S' 
(47) F '  (x)  = Ol~(x) - 0 F ( x  - y )  d P ( y ) .  

0 

Sx on d6fintt f ( x )  = F '  (x) ,  p ( y )  = P'  (y)  et j~ = F(0),  on obt lent  en posant  x = 0 
dans  (47) 

(48) f (O)  = 0fo, 

et en d~rivant 1'6quatlon (47): 

t' (49) f ' ( x )  -- o f ( x )  - OS, p ( x )  - o f i x -  y )  d P ( y ) .  
0 

ke syst~me b o n u s - m a l u s  qm vient d ' e t r e  d6crit et les 6quat ions  (42) h (49) sont 
m a t h d m a u q u e m e n t  6qmvalents  au probl~me du temps  "v l r tue l"  d ' a t t en t e  de la 
t h r o n e  des files d ' a t t en t e  (un seul serveur).  L 'accronssement  Y de l '6tat  dans le 
syst~me b o n u s - m a l u s  co r re spond  au temps  de service du c o n s o m m a t e u r  
nouvel lement  arnv~ dans  la file d ' a t t e n t e  L 'd ta t  X ( t )  cor re spond ,  lUl, au temps 
que le nouveau c o n s o m m a t e u r  dont a t tendre  avant  le d6but de son service. 

Donc,  la fo rme g6n~rale de la d i s t r ibu t ion  s t auonna i r e  d~sir~e et la condi t ion  
sous laquelle elle exxste, peuvent  ~tre dOermmdes  en prenant  les t ransform6es  de 
Laplace  de (48) et (49) (e.g.,  C o x  et MILLER, 1965, ch. 5). Si 

(50) g*(u)  = e - " ' f ( x )  dx  
0 

e[ 

(51) h *(u) = e-"-~ p ( y )  dy, 
o 

en prenant  la t r ans form6e  de Laplace  de (49), on a 

(52) ug*(u) - f (o )  - Og*(u) + Ofoh *(u) + Og*(u)h *(u) = 0 

d 'of i  

(53) g*(u)  f(0)[1 -h*(u)] 
= u - t9 + tgh*(u) " 
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Soit 

d h*(u) , , :o #h - du 

le saut moyen.  En prenant  u-- ,  0 dans  (53), on obt lent  

(54) g*(0) = f (0 )  #h 
I - tg#h" 

En utfi~sant la re lat ion (48) et la condi t ion  de normallsat~on 

X (55) f~ + f (x )  dx = fo  + g*(O) = 1, 
0 

on t rouve,  sl on pose o = Orb, 

, 0 ( 1 - o ) [ 1  - h * ( u ) l  
(56) g ( u ) =  

u - t9 + O h * ( u )  

On a aussl de (54) et (55) que j~ = 1 - tg#h, a lors  si w*(u) est la t r a n s f o r m &  de 
Laplace  du processus b. 1'6quilibre, il suit 

(57) w*(u) = ~  + g*(u) = l - p  

1 - p d * ( u )  ' 

OU 

1 - h * ( u )  
(58) d*(u) - 

U#h 

La fonct lon d*(u) est elle aussl la t r a n s f o r m &  de Laplace  d ' u n e  fonct lon de den- 
sit6 de probabfi~t6. Cette fonct ion est donn6e par  

(59) fi(z) = ! [1 - P ( y ) ] .  
/o./, 

D 'aprbs  1'6quation (57), la d i s t r ibu t ion  stat~onnmre est une &str ibut~on g6o- 
m6tr ique c o m p o s &  et elle existe si o = Olzh < 1. La t r a n s f o r m &  de Laplace  (57) 
co r re spond  h 1'6quation (24) pour  la fonct~on g6n6ratrice des p robabih t6s  dans 
le cas d~scret. 

Dans le cas sp&ia l  off les sauts  sont  cons tants ,  la d i s t r ibu t ion  s ta t ionna i re  est 
a lors  un m61ange de convolu t ions  de d i s t r ibu t ions  unl formes  cont inues .  

4.2 Domame des Etats Bornd 

Si clans le mod61e cont inu l '6tat  ne peut pas &re sup~rieur ~ une valeur  b > 0, i.e. 
Io r squ 'une  r/~clamation a lieu 

(60) X( t  + dt) = b si X( t )  + Y -  dt > b, 

les 6quat ions  pour  la d i s t r ibu t ion  s ta t ionna i re  sont les mfimes que dans  le cas 
precedent ,  b. l ' excep t lon  de la cond i t ion  de no rma l i sa t ion .  II est b. noter  q u ' u n e  
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d~stnbunon stationnaire exlste dans ce cas quel que so~t O, et est mddpendante 
de l '6tat mmal.  Soient f ( x ;  b) la fonction de denser6 de probabilit6 statlonnalre 
de I '&at X ( t )  en pr6sence d 'une  borne sup&~eur b et fo(b)  la masse de probabfl~t6 
h z6ro. On trouve, en proc6dant de la mOme fagon que dans le cas sans ba rn&e 
sup&leure,  

f '  (x; b) = Of(x;  b) - O fo (b )p (x )  - 0 f ( x  - y, b) d P ( y )  
o 

(61) 

et 

(62) f (0 ;  b) = Ofo(b), 

pour 0 ~< x ~< b. En prenant  la t r ans fo rm& de Laplace de (61) et en unhsant  la 
relanon (62), on peut montrer  que la solunon fi ces ~quations est unique fi une 
constante mulnplicatlve pr~s. Cette constante doit &re telle que 

b 
F(b; b ) = f o ( b ) +  f 0 f ( x ;  b) d x =  1. (63) 

Quand  Ot-~h < 1, f ( x )  sansfa~t (61) et ~ cause de la condit ion (63), on a 

f(x) 
(64) f ( x ;  b) - ~ ,  0 ~ x ~< b. 

Mais Sl 0~h /> l, 1 '6quanon (64) n ' a  plus de sens pmsque f ( x )  n'exlste pas. On 
dolt chercher par d 'aut res  moyens une solution aux 6quanons  (61), (62) et (63). 

5. PROBABILITI~ DE RUINE MODI~LE CONTINU 

Solent U(I) le surplus d ' un  assureur h l 'mstant  t, t >/0, el: U(0) = u le surplus in- 
real. On suppose que le nombre  de r6clamatlons par unit6 de temps est distribu6 
selon une loi de Polsson de param&re X. Les montants  de ces r&lamat ions  sont 
des variables al~atolres i.i.d, selon P(.y), et la somme cumulative de ces montams  
au temps t e s t  S(r). L 'assureur  reqoit un montant  c > 0 de primes par umt~ de 
temps. Le surplus au temps t e s t  donc 

(65) U(t)  = u + ct - S(t),  t />  0. 

Par d6finmon, on consldbre que la rulne se rOalise si le surplus devlent &entuelle- 
ment n~gatlf. So~t /~(u) la probabiht~ de surv~e, 

(66) /~(u) = P r (U( t ) />  0 pour  t /> 0), 

c'est-h-d~re la probabillt~ que la ruine ne se r6ahse pas sur un horizon infim de 
temps. L '6quat ion  mt~gro-dlff&ennelle et la t r ans fo rm& de Laplace associ&s ~. 
la probabilit~ de survie sont bran connues (e.g., FELLER, 1966, ch. XIV; SEAL, 
1969, ch. 4; BOWERS et al. 1987, pour  les expressions en terme de probabilit~ de 
ruine). Ces 6quations sont essentiellement 6qulvalentes aux ~quations (47) et (57) 
pour  la distribution stationnaire d ' u n  syst6me b o n u s - m a l u s  en temps et Oats 
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contmus De FEI.I_ER (1966, p. 469), on Ure la re lat ion smvantc: 

(67) R '  (u) = (X/c)R(u)  - (X/c) R ( u -  y)  dP(y )  
0 

En comparan t  (67) avec l ' dquauon  (47) e t c n  p lenan t  0 = X/c, on d6duit  la rela- 
t ion SUlvante: 

/~(u) =/~(u), u/> O, (68) 

en au tan t  que 

(69) 

Otl 

~k/z '~ C, 

foo 
(70) I~ = y dP(y) .  

, 0 

La c o n d m o n  (69) s~gmfie que la marge  dc s6cunt6 incluse dans  les prmles  cst 
pos~twe. S~ cette marge  est n6gauve ou nulle, la rume est ce r tame  et la d i s t n b u t m n  
du systbme b o n u s - m a l u s  co r r e spondan t  n'ex~ste pas Quand  le surplus mmal  est 
nul, la probabfl~t6 de survm est donn6e par  l ' cxpressmn bran connue  

(71) /?(0) = 1 - ),tic 

C o m m e  dans le cas dlscret ,  on peut d6fimr /?(u; b)  la p robab th t6  que le surplus 
attc2gne un mveau b > 0 avant  que la fume ne survienne.  R ( t t ;  b )  engendre  unc 
6quauon  mt6gro-d~ff6rentmlle tout  ~. fret s~mfla~rc a_ celle d e / ? ( u ) .  En utfl~sant la 
condi t ion  suppl6menta~re 

(72) 

on conclut  que 

/~(b; b ) =  1, 

K(u)  
(73) R(u;  b ) -  

R(b) 

On ret rouve la re lauon (73) darts les t ravaux de DICKSON et GRAY (1984) qm 
d~scutent la probabfl~t6 de rume en p~6sence d ' u n e  barri6re sup6neurc  absorb -  
ante La co r re spondancc  de /~'(u; b)  avec la dtstr~buuon s t a u o n n a u c  est de la 
m6me forme quc dans les cas pr6c6dents.  
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