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I. INTRODUCTION 

I. La s61ection des risques est un des premiers principes fonda- 
mentaux que la th6orie de l'assurance a d6gag6s. I1 se traduit 
essentiellement par la r6partition des risques en classes de tarif 
homog~nes et il pr6munit l 'assureur contre le danger de voir 
,,le mauvais risque chasser le bon". 

Pour cr6er des classes de tarif homog~nes, il faut th6oriquement 
rep6rer tous les  facteurs influen~ant le risque et en chiffrer l'effet. 
Si cela est fait, la fluctuation des r6sultats individuels autour de 
la moyenne n'est que l'effet accidentel du hasard et ne peut donner 
lieu a posteriori ~ rectification de la prime: il n 'y a rien d'infquitable 

ce que les titulaires des contrats non sinistr6s paient pour les 
autres puisque tous sont 6gaux devant le risque. 

Comme dans toute science appliqu6e, la raise en oeuvre des 
principes se heurte parfois ~ de grandes difficultfs d'ex6cution. 
Dans la pratique il n'est g6n6ralement pas question de rep6rer 
t o u s l e s  facteurs du risque, mais seulement les principaux, ne 
ffit-ce qu'en raison de l'impossibilit6 de conduire des dtudes sta- 
tistiques valables sur une multitude de groupes peu 6toff6s. On ne 
peut donc ~aire grief au praticien d'estimer qu'il a cr66 des classes 
homog~nes lorsque celles-ci tiennent compte des principaux fac- 
teurs de risque. 

Mais l 'optique change si, pour l'une ou l'autre raison qu'il importe 
peu  de pr6ciser, le tarif n~gl~ge un ou des facteurs dont le bon sens 
et l ' e x p 6 r i e n c e -  5. d~faut du c a l c u l -  prouvent l'influence apprd- 
ciable. I1 n'est pas ill6gitime alors de l'inspirer des r6sultats indi- 
viduels constat6s pour am61iorer une tarification dont on savait, 
sans pouvoir la chiffrer, l'imperfection a priori: une telle politique 
tarifaire est connue dans l'assurance sous le im:rL trop restrictif de 
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, ,bonus pour non sinistre". Tour k tour pratiqu6e, controvers6e ou 
r6pudide dans divers pays et dans diverses branches, cette politique 
m6rite plus que les seules consid6rations commerciales, admini- 
stratives ou pseudo-techniques dont elle a souvent 6t6 entourde. 
La th6orie math~mat ique  des assurances non-viag~res permet 
d 'aborder r6tude th6orique du ,,bonus pour non sinistre", que des 
statistiques suffisamment fouill6es pourraient contribuer ~ asseoir. 

Cette note expose les premiers r6sultats d'un essai entrepris dans 
ce sens et dans le domaine de l'assurance automobile. 

2. Mais auparavant,  il convient tout de m~me de se d e m a n d e r - -  
dans l'esprit de ce qui a 6t6 dit c i - d e s s u s -  s'il existe au moins un 
certain fondement logique A la base d'une politique de bonus en 
assurance automobile. 

Les facteurs pr6pond6rants du risque sont: 

- - l e s  caract6ristiques du v~hicule (puissance, dimensions, etc.); 

- - l ' u s a g e  qui en est fait (y compris notamment la zone de cir- 
culation; 

- - l e s  facteurs propres au conducteur (profession, qualit6s phy- 
siques et morales, experience, etc.). 

En g 6 n 6 r a l -  et c'est le cas en B e l g i q u e -  les classes de tarif 
tiennent compte d'une caract~ristique de puissance du v~hicule 
(cylindr6e ou bien force fiscale), de l'usage qui en est fair (tourisme 
et affaires, transport pour compte propre, transport pour compte 
d'autrui, e tc . . . ) ,  parfois aussi de l'un ou l 'autre facteur propre au 
conducteur (profession). Mais elles ne tiennent p a s o  u pratiquement 
pas compte des qualit6s physiques et morales du conducteur. Or 
les ~tudes f a i t e s -  par les organismes de pr6vention routi~re et 
par la police de la route notamment - -  indiquent qu'un pourcentage 
~lev6 d'accidents est dfi A des imprudences, A la m6connaissance 
ou au non respect du code de la route, A des d6ficiences physiques, 

rivresse, etc . . . .  bref au comportement m~me du conducteur. 

Un facteur important du risque n'est donc pratiquement pas 
pris en consideration dans la tarification a priori. I1 n'est donc 
pas d~raisonnable de se demander s i -  ~ d~faut de m i e u x -  il ne 
conviendrait pas d'essayer d'en tenir compte a posteriori. 
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II .  ELEMENTS DE THEORIE 

1. Position probabiliste du probl~me 

Soit X(t) le cofit total des sinistres pendant un intervalle de temps 
de dur~e t, pour un risque d'une classe de tarif d~termin6e. X(l) 
est une fonction al~atoire de t; soit F(x; t) sa fonction de r@artition, 
d6pendant de divers param~tres. E [X(t)], esp6rance math~matiqm, 
de X(t), est la prime pure pour une p~riode de durde t. 

Si la classe de tarif n'est pas homog~ne, c'est que les param6tre.~ 
dont d6pend F(x; t) ne sont pas constants d'un risque ~t l'autre. 
On peut alors concevoir que l'ensemble des risques de la classe 
consid6r~e se r6partit en groupes homog~nes c'est-~t-dire tels qu'~ 
l'int6rieur de chacun d'eux chacun des param~tres prend une valeur 
constante bien d6termin~e. Un risque quelconque choisi au hasard 
parmi l'ensemble des risques de la classe a une certaine probabilit6 
a priori d'appartenir ~t un groupe d~termin6. Cette conception de 
l'h6t~rog6n6it6 se traduit en probabilit6 par le f a r  que les para- 
m&tres dont d6pend F(x ; t) sont eux-m~mes des variables al6atoires. 

Pour la simplicit6 des 6critures, supposons qu'un seul param~tre 
soit une variable aldatoire dont la fonction de r@artition a priori 

est U(X) clans le domaine certain D(X). U(X) est la ,,fonction de 
structure" qui math6matise l'hdt6rog6n6it6 de la classe; et l'on a 

F(x; t) = fD,xF(x; t,X) dU(X) 

Si une observation H~, a ~t6 faite sur la valeur prise par la variable 
X(0 0 au eours d'une p~riode de dur~e 0~ pour un risque d~termin~ et 
si l'on desire tenir compte de cette observation pour appr~cier ce 
m~me risque pendant une p~riode d'assurance t subs~quente, on 
consid~rera que l 'observation H~ modifie, pour le risque considerS, 
la loi de probabilit~ a priori U(X) du param~tre al~atoire. Cette loi 
devient U(XIH~) qui s'exprime par la formule de Bayes. La fonction 
de r6partition de la variable X(~itlH~) devient F(x; ~ltlH~) et permet 
de calculer l'esp6rance math6matique a posteriori E[X(~itlH~) 1. 

Les valeurs du rapport E[X(~'ltlH~')] dans les diverses hypothbses 
E[X(t)] 

H,  peuvent servir de base quantitative A une politique dite de 
,,bonus pour non sinistre". 

Explicitons ces expressions dans le eas de l 'assuranee automobile. 
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2. Schdma stochastique applicable ~ l' assurance automobile 
La fonction al~atoire X(t), cofit total des sinistres pour un risque 

d6termin~ pendant l'intervalle de temps (o, t), d@end des deux 
variables al~atoires : 

N(t) nombre de sinistres pendant l'intervalle de temps de dur~e t, 
Y cofit d 'un sinistre d~clar~. 

On ne peut esp~rer bgtir un sch6ma math6matique repr~sentant 
un ph6nom~ne r6el complexe sans poser diverses hypotheses simpli- 
ficatrices. Ces hypotheses qui doivent conduire ~ un scMma sim- 
plifi6 mais plausible sont dictdes par le bon sens, par les limitations 
math6matiques dans l'~tude th6orique et aussi par la possibilit~ 
de v~ritier exp6rimentalement raccord entre le module et la r~alit6. 
La th6orie des processus stochastiques met A la disposition des 
praticiens une gamme de scMmas toujours plus affin6s. Malheu- 
reusement les statistiques tirdes des portefeuilles d'assurance ne 
permettent  que rarement de v~rifier la valeur pratique de sch6mas 
compliqu6s. I1 e n e s t  particuli~rement ainsi lorsqu'il s'agit de 
s'assurer de la d6pendance ou de l ' ind@endance entre deux varia- 
bles. Ainsi dans le cas de l'assurance automobile, il serait normal 
de supposer en premi&re analyse que la variable Y, cofit d 'un 
sinistre d~clar6, d6pend du nombre de sinistres d6jA d6clar~s 
prdcddemment. Nos statistiques ne nous ont pas permis d'6tudier 
la correlation 6ventuelle entre ces deux variables. Dans le cadre de 
cette note, il ne sert donc A rien d'introduire une telle d6pendance. 

Nous supposerons donc, et ce sera la premiere hypoth~se simpli- 
ficatrice, que S(y), fonction de r6partition de la variable Y, est 
ind6pendante de l'6poque A laquelle se produit le sinistre consid6r6 
ainsi que de l'6volution ant~rieure du processus. 

Quant ~ N(t) c'est une variable enti~re non n6gative dont la loi 
de probabilit6 est d6finie par PIN(t)=nJ que nous noterons P(n; t). 

En premiere approximation, on consid~re souvent que le risque 
automobile est un risque ,,constant", c'est-~-dire que la probabilit6 
~l~mentaire qu'il se produise un sinistre et un seul pendant l'inter- 
vaUe de temps (t, t+dt) est 6gale A X.dt; X, taux instantan~ de 
sinistre, 6tant une constante; la probabilit6 qu'il se produise plus 
d 'un sinistre est suppos6e d'ordre sup~rieur A dt, c'est-A-dire en 
fair n6gligeable. 
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On sait qu'une telle hypoth6se conduit pour la variable N(t) ~ la 

loi de Poisson P(n ; t) = e -xt (xt)n 
-n-V" 

Cette hypoth6se est raisonnable si le risque ne varie pas systG 
matiquement dans le temps. Certes, le risque automobile connalt 
des pointes saisonni6res, journali6res et m~me horaires, et le taux 
instantan6 de sinistre serait mieux repr6sent6 par une fonction 
p6riodique du temps X(t). Mais, comme on n'envisage en pratique 
que des nombres entiers de p6riodes (ann6es) d'assurance, il n 'y 
a pas d'objection majeure ~ prendre X constant, 6ventuellement 
6gal ~ S~ ;t(t) dl, pour autant  que la classe de tarif envisag6e soit 
homog6ne. 

S'il n'en est pas ainsi, on peut consid6rer que cette classe se subdi- 
vise en groupes homog~nes A l'intdrieur de chacun desquels la loi 
de probabilit6 de la variable N(t) est une loi de Poisson de para- 
m6tre X.t, X variant de groupe en groupe: Bref l'hdt6rog6n6it6 se 
traduit par le fait que le taux instantan6 de sinistre est une variable 
al~atoire A dont la fonction de r6partition est U(X) dans le do- 
maine (o, oo). 

La loi de probabilit6 de la variable N(t) est alors une loi de 
Poisson compos6e 

P(n; t ) =  )"-dV(X).., 
La fonction de r6partition de la variable X(t) s'6crit 

F(x; t) = ~ P(n; t) S*.(x) 

oh S*,,(x) est la fonction de r6partition de la somme de n sinistres 
ind6pendants, c'est-~-dire la convolu6e d'ordre n de S(x), qui s'ob- 
tient par la formule de r6currence 

t *  o~ 

S*,,(x) = | S*"-l(x=u) dS(u) 
d 0 

a v e c  

s*oCx) = x 
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et 

I1 vient alors 

E[X(t)] = 

E[N(t)] = 

P(n ; t) n E (Y) 
t t = l  

EEN(t)]. E(Y)  

n e_Z, (xt)- dU(x) 
,Jo n !  

m 

On obtient de m i m e  

et 

ao " ~ 

f e- xt Xt ~-~ (Xt)"-' dU().) 
o ~ (n--~)! 

t fo  XdU(X) = t E(A) 

E[N2(t) ] = ~ P(n ; t) n 2 = t 2 E(A 2) + tE(A) 
# - t  

o*[N(t)] = t, o2 (A) + t E(A) 

qui est toujours sup&ieur ~ E[N(t)] sauf si A est une constante.  
Soit H~ une observation faite sur la valeur prise par N(~) au 

tours d 'une exp4rience de dur& ~. Compte tenu de eette observation, 
l'esp4rance math4matique a posteriori de la variable X(,it ) pour 
une nouvelle p4riode de dur4e t succ4dant ~t la premiere s'4crit 

E[X(~It [ H,) ] = E [ N ( f l  ] H , ) ] . E ( Y )  

puisque la variable Y a 4t6 suppos4e ind4pendante de N(t). 

La loi de probabilit4 de N(~qt ]H~) est donn4e par 

P[N(,it) = n IH~] = P[N(fl)=n ; H,] = ;: P[N(~it ) =n; H~IX3 dU(X) 
P(H~,) P(H.) 

f ®e_Xt (Xt)" P(H~ IX) d U(X) 
_ _  o o  n !  

P(S~) 
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car pour une valeur d&ermin6e de X, la variable N (~btlX) ob6it ~t 
une loi de Poisson pure et est donc ind6pendante  des 6v6nements 
survenus pendant  la p6riode ~ distincte de t. 

I1 vient alors: 

(xo,, P(H~,[X) dU(X) 
(n--i) ! 

E[N('ItIH~)] = P(H~) 

P(H~,) 

Comme la fonction de structure a posteriori, compte tenu de H~, 
est donn& par la forlnule de Bayes 

d U(X]H~) = P(H~IX) d U(X) 
P(H~) 

l 'expression de E peut  s '&rire plus simplement 
00 

= t |  X d U(XIH~) = t.E(A[HJ E[N(~ItlH,)] 
d 0 

La question se rambne ainsi ~ comparer E(AIH,) A E(A). 

3. Expression de E(AIH~) 

Les calculs se menan t  toujours de la m~me mani~re, nous nous 
bornerons k expliciter E(AIH~) dans deux hypotheses int6ressantes 
en pratique. 

Soit H ~ - ~  [N(~)=v], , entier non n6gatif. 
On a alors: 

d U(XLN(o 0 = ,~) = P[N(°O = ~Ix] d U(X) 
P [ N( . )  = v] 

e - ~  (x~)~ d V(X) 
v! 

P(v ; u) 

D'o/a f ;X e_X~ (X~F dU(X) 
E[A]N(00 = v] = v! 

P('~ ; oO 

V -~ I P(v  -~ I ;  i )  

o~ P(,~ ; o~) 
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Le cas H= ~ IN(a) > v] donnerait de m i m e  

d U ( ~ l N ( = ) > v )  = "! j 
- v  

z -  Z P(k; o 0 
k - o  

E(AIN(~)>,,) = oc k-o 

k-o  
- v  

E(A) - -  E P(k; ~) E(A1N(~)=k) 
k = 0  

= v  

I -  E P(k; ~) 
k=o 

Ces moments  a posteriori, ainsi que d'autres que l 'on pourrai t  
calculer, peuvent,  par comparaison avec E(A), servir de base pour 
la mise en oeuvre ~ventuelle d 'une politique de bonus. 

Ils jouissent de diverses propri6t~s dont  voici quelques-unes. 

a) ~ P(v; ~) E(AlX(at) = v) = E(A) 

En effet, le Ier membre s'6crit: 
. o o  

+ P(. + 

. - o  

Par l'expression de E(A]N(~)>v), E(A) s'~crit plus g~n~ralement 

E(A) = ~ P(k; ~) E(hlN(a) = k) + ~ P(k; ~) E(AIN(~) > v) 

k-o  k=v+t 

b) E(AtN(at) = ~) > E(AIN(~¢) = v) pour tout  ~ > v. 

Ceci n'est qu 'une autre forme de la propri6t6 g6n6rale suivante 
des lois de Poisson compos~es 

(n + I) P(n + I;  t) nP(n; t) 
P(n ; t) ~ P ( n - -  I ; t i (n = 1,2, . .  ) 
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qui d~coule du fait que P (o, t) est une fonction absolument mono- 
tone d6croissante au sens de S. Bernstein [(--  i) n p(n) (o; t) ~ o]. 

L'6galit~ n'est r~alis6e que pour une loi de Poisson pure. 

c) E(AIN(0c) > v) = 

I 
P(k; ~) E (AIX(m) = k) > E (AIN(m) = v + I) 

E® P(k; oc) k-~+, 
k-V+l 

Cette propri~t6 s'obtient imm~diatement en introduisant les 
deux pr~c~dentes dans l'expression de E(AIN(0 0 > v). 

d) Toutes autres choses restant ~gales, E(AIN(~) = v) et 
E(AIN(~) > v) sont des fonctions d~croissantes de 0c. En effet, 
compte tenu que 

P'(v + I ; 0c)= f ;  [-- xe-X" + (v + I) (v + I) [ (v + I) [ e -xc, ] 

_ _ _ v  + I P(v + I ; a) v__+  2 P (v+2 ;  ~) 
0C 0C 

d U(x) 

on voit ais6ment que le signe de d E(A]N(~¢) = v) est le m~me que 
dx 

celui de (v+ i) P*(v+i ;  0c) - - ( v + 2 )  P(v; 0c) P (v+2 ;  ~) ~ o. (voir b). 

Mais ces relations dont plusieurs ont d'ailleurs d~j~t 6t6 indiqu6es 
par J. Dub0urdieu 1) ne sont gu~re que des r6sultats de bon sens. 
Pour obtenir des indications pratiquement utilisables, il faut 
particulariser la loi de Poisson compos6e, la soumettre A l'exp6rience 
et en tirer des renseignements num6riques. 

C'est ce que nous nous proposons de Iaire dans le chapitre suivant. 

III.  APPLICATION •TATISTIQUE 

1. Choix d'une loi de rd]drence 

Une ~tude statistique de la loi de distribution du nombre de 
sinistres exige plus que la d6termination de la ,,fr6quence moyenne" 

z) j ,  Dubourd ieu ,  Th6orie  m a t h ~ m a t i q u e  du r isque dans  les a s su rances  
de r6par t i t ion ,  Par i s  1952. 
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des sinistres ~ laquelle se bornent habituellement les services charg6s 
de la tarification du risque Automobile. I1 faut dresser une statis- 
tique donnant le nombre de v6hicules qui, observ6s tous pendant  
une p6riode d&ermin&, ont eu respectivement o, I, 2 . . . .  sinistres. 
La direction de LA ROYALE BELGE nous a aimablement autoris~ 

&ablir et A utiliser un tel relev6 tir6 de son portefeuille d'assurauce 
automobile et nous l'en remercions vivement. 

Un premier examen de ces statistiques montre qu'eUes pr6sentent 
syst6matiquement diverses propri&~s g~n6rales des lois de Poisson 
composdes: 

a) P(o; t) est toujours supdrieur ~ e-rE(A); 
b) ,a[N(t)] est toujours supdrieur ~ E[N(t)]; 
c) La propri&6 signal& au II. 3, b. est le plus souvent v6rifide 

saul pour des valeurs de n devenant assez grandes, auquel cas le 
petit nombre d'observations favorise l'irr6gularit& 

Ce premier coup d'oeil encourage A tenter la compensation des 
lois P(n; t) observdes par des lois de Poisson compos6es. 

I1 faut alors choisir l 'une de ces lois. On peut  penser d 'abord 
adopter l 'une ou l 'autre expression analytique pour U(X) et ~t 

en expliciter la loi P(n; t). Mais ce n'est pas indispensable, car de 
toutes faqons les vdrifications statistiques ne porteront pas sur la 
loi U (X) elle-mgme. Nous avons donc adoptd le point de vue expos6 
par M. Hofmann 1) et qui consiste ~ considdrer que toute loi de 
distribution d'une variable enti~re non n6gative, d6finie par: 

P ( o  ; t) = e °(t) 

e' Vo,) (o;t)  P ( n ;  t) = (-- 

avec O(t) ind6finiment d6rivable et telle que 

0(o) = o 

( - -  I)" 0°°(t) > /o  pour tout  t > o  

est une loi de Poisson compos~e, car P(o;  t) est alors une fonction 
absolument monotone d&roissante sur le demi-axe t > o et peut, 
selon un th~or~me de S. Bernstein, ~tre mise sous la forme 
S~'e-~'td U(X), U(X) ~tant une fonction non d&roissante de X. 

1) M. Hofmann, l~ber zusammengesetzte Poisson-Prozesse und ihre An- 
wendungen in der UnfaUvorsicherung, Bulletin des actuaires suisses, Vol. 55-3. 
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Comme P(o;  o )=  I e t  que l'on peut prendre U(o)=o,  U(X) est la 
fonction de r6partition d'une variable non n6gative. 

Pour ne pas allonger cette note, nous renvoyons ~t l'article cit6, 
pour plus de d6tails. 

Nous adopterons pour expression de 0(t) la fonction ~t 3 parambtres 
propos6e et 6tudi6e par  M. Hofmann et teUe que 

l P [I--(I+ct) ' -a]l  (p ,a , c>o;a -~I )  P(o;  t) = exp. c(I --a------) 

La loi de structure U(X) correspondante est d6finie par sa fonc- 
tion caract6ristique 

f ' e  ~'~ d U(X) = P ( o ;  - -  i z) 
o 

et ne peut  ~tre explicit6e dans tous les  cas. Mais peu importe, ses 
cumulants sont toujours donn6s par  

xk = (__i), ( d' l°g P(° ; --iz) ) 
dzk in - o 

soit Xl = P 

a . 

D'ot~ E(A) = p 

~(A) = pb, en posant b = ac. 

2. Exemple d'ajustement 
Une statistique portant  sur des v6hicules de la cat6gorie ,,Tou- 

risme et affaires" et appartenant aux 2 classes inf6rieures du tarif, 
observes tous pendant une ann6e enti~re, a donn6 les r6sultats 
suivants dans lesquels: 

n est le nombre de sinistres observ6s; 

V. (col. 2) est le nombre de v~hicules ayant eu n sinistres r6els, 
c'est-~t-dire ~t l'exclusion des sinistres sans suite n 'ayant  
provoqu~ aucun d6caissement. 
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N . B .  : Bien qu 'appar tenant  ~t 2 classes de tarif, ces .v6hicules ont 6t6 
rassembl6s en une statistique unique, car les t aux  instantan6s de sinistre 
de ces classes se sont r6v616s extr~mement voisins. 

(1) 

V~ 

Rdsultats 
observ6s 

(2) 

7.84 ° 
1.317 

239 
42 
14 
4 
4 
I 

9.461 = V 

R~sultats ajust6s 

Loi de 
r6f6rence 

(3) 

7.840,0 
1 . 3 2 2 , 1  

225,4 
5 1 , 2  

14,6 
4,8 
1 , 7  

0 , 7  

Loi de 
Poisson 

(4) 

7.635,6 
1.636,7 

175,4 
I 2 ,  5 

0 , 7  
0 , 0 .  • • 

O j O .  • . 

0 , 0 . .  • 

L a  d 6 t e r m i n a t i o n  des p a r a m ~ t r e s  de  la  loi a ju s t6e  a 6t~ f a i t e  
p a r  les r e l a t ions  s u i v a n t e s :  

Z n .  V n  __ 0,21435366 (1) E E N ( I ) ]  = p oo V 

(2) a~[N(I ) ]  = p ( b  + 1) c~o 

b Z n  * V,~ Z n V,, 
- -  - -  - - -  I = 0 , 3 4 7 7 7 6 5 2  

Z n  V n  V 

l I v. P EI - -  (I + c) 1-~] ~ V (3) P ( o ;  I) = exp.  c(I  - -  a-----) = 

D ' o h  l ' 6 q u a t i o n  t r a n s c e n d a n t e  en a :  

a [ i  - -  (-----~a ] a - l ]  = b (log V - -  logV0) 
a - - i  \a + b/ J 

qui  se  r~sout  p a r  a p p r o x i m a t i o n s  success ives  c o m p t e  t e n u  que  le 
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Ier membre est une fonction d6croissante de a et tend vers 
log (I+b) pour a tendant  vers I. On trouve a=o,34178. 

On pourrait penser ~ tester la qualit6 de l 'ajustement par la 
m6thode du X *,mais il est douteux que cette m~thode soit th6ori- 
quement applicable, 6tant donn6 la mani~re arbitraire dont la 3e 
relation a 6t6 choisie. Quoi qu'il en soit ce n'est pas indispensable 
pour se rendre cornpte que l 'ajustement, bien que n'6tant pas 
optimum, se r~v~le tr~s satisfaisant ainsi que le montre la compa- 
raison entre les Vn observ6s et les Vn ajust6s ; ~ titre documentaire, 
on a indiqu6 les r6sultats donn6s par une loi de Poisson pure. 

Divers ajustements analogues ont 6t6 faits pour d'autres classes 
de tarif et d'autres dur6es d'observation; ils montrent g6n6ralement 
un bon accord entre les r6sultats observ6s et la loi ajust~e et ils 
confirment la conception a priori que le bon sens permettait  d'en- 
visager pour la loi P(n; t). 

3. Etude critique des ajustements 

Bien entendu les param~tres a et b traduisant l'h6t6rog6n6it6 des 
classes de tarif observ~es ne sont pas constants d'un ajustement 

l'autre. Examinons bri~vement la signification pratique de ces 
param&tres. 

Si a > I, lim t~®P(o; t) est finie. Cela n'est possible que si 
parmi les groupes homog~nes constituant la classe consid6r6e, il 
en est un dont le taux instantan6 de sinistre X est nul. L'6tude 
th6orique indiqude en III.  I. montre d'aiUeurs que si a > i, la 
loi de structure U(X) a une discontinuit6 au point o. Une telle 
hypoth&se ne nous parait pas plausible dans le cas qui nous occupe. 

Si a = I, un passage A la limite montre que la loi de distribution est 

P(o ;  t) = ( i  + ct)-pl  
+ n) / ct  \n  P 

P ( . ;  t) = (i  + ct) 
n !  

soit une loi binomiale n6gative. 
Cette loi apparait dans le cas pr6sent comme une limite qui s@are 

la famille de lois envisag~es en 2 grandes classes, celles oh P(o; oo) 
= o et celles ob P(o; oo) est finie. 

Nous estimons plus conforme au bon sens que la loi ajust~e soit 
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telle que P(o;  t) tende vers z6ro si t tend vers l'infini et par cons6- 
quent que a soit .~ I. Dans l'ensemble les ajustements faits con- 
firment cette impression et donnent le plus souvent une valeur de 
a < I et m~me < i/2. 

Quant au param~tre b, il nous semble que ce n'est pas sa valeur 

absolue qu'il faut consid6rer mais plut6t le rapport ~-~ -- * (A) 

qui peut ~tre consid6r~ comme une sorte d'indice d'h6t6rog~n6it6 
relative a priori. 

Dans les ajustements op6r6s, le rapport b - n'a jamais d~pass6 2 et 
P 

fluctue plut6t autour de i, avec une certaine tendance ~t ~tre plus 
petit  quand la p6riode d'observation s'allonge c'est-~t-dire quand 
les anomalies in~vitables perturbent moins les r~sultats. 

Bref s'il fallait synth~tiser les ajustements op6r6s et, dans la 
mesure o4 il est possible de le faire, on pourrait  dire qu'ils confir- 
ment la vraisemblance du schema envisag6 et que les param~tres 
d 'ajustement se centrent plus ou moins vers des valeurs voisines 

i b 
d e a - -  - - I .  

2 ' p  
Bien entendu cette conclusion ne se veut  nuUement d6finitive. 

Nous consid~rons les r6sultats obtenus plut6t comlne un encourage- 
ment ~ poursuivre les recherches que comme un objectif atteint. 
Les observations devraient ~tre poursuivies, si possible sur des 
p6riodes assez longues de mani~re A s'assurer d'une stabilit6 suf- 
fisante de la loi de structure. D'autre part, les valeurs des para- 
m~tres sugg6rdes ne seraient admissibles que pour traduire une 
h~t6rogdn~it6 analogue A celle qui sert de base "~ ce travail; c'est- 
A-dire r6sultant d'une subdivision en classes de tarif bas6e unique- 
ment sur la cylindr6e des v6hicnles dans une cat6gorie ,,Tourisme 
et affaires". On peut penser qu'une classification plus fine, faisant 
intervenir la profession par exemple, r6duirait l'h6t6rog~ndit6. 

4. Moments a posteriori 

Puisqu'il s'agit de comparer les E(A[H~) ~t E(A) 6tudions l'es- 

p~rance math~matique a posteriori de la variable A dont l'esp6rance 
P 

math6matique a priori est toujours I. 
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La formule  du  II.  3. d o n n e  

E ,  N ( ~ ) = ~  = otP P(~ ot) 

Les diverses  probabi l i t6s  P ( n + I ;  0t) s ' expr iment  5. part ir  de  la 
formule  de  base  

ot~+t 
P(n + I ; 00 = ( - -  I )  n +1 _ _  poe ÷ o (o ; ot) 

(n- l - I ) [  

Pour  la loi d ' a j u s t e m e n t  envisag6e ,  on  a 

P ( o ;  ot) = e °(~ et P ' ( o  e) = 0'(~) e °(~ 

Les  ~ " * ° ( o ;  ~) se ca lcu lent  par la formule  de Le ibn i t z  
- n  

p~-+l)(o ; = ) '  o , * ÷ . , ( o t )  ot) 

~-o 

P avec  O(ot) - -  c(z - -  a) [I - -  (x + cot) '-'~] 

c )k P(a  + k) 
0(~+1~(~) = (--  ~)~+lp(i + cot)-a ~ r(a) 

D ' o h  il v i e n t  

P(n  + I ; ot) - -  otp (I+Cot)-a2F(a+k)(-cot t k P (n  _ k .  ot) 
n + I k! In(a) \ I  + cot] ' 

k-o 
Voici ,  ~ t i tre  documenta ire ,  que lques  va leurs  num6r iques  de 

E N(0t) = v calcul~es pour  p = o,25 ; b = I ; a = - .  
2 

TABLEAO I 

"•--.__... *t I 2 3 4 5 

0,82 
1,48 
2,45 
3,61 
4,85 

0,71 
1,2I 
1,9I 
2,76 
3,68 

0,63 
1,O3 
1,59 
2,25 
2,97 

0,58 
o,91 
1,37 
1,9I 
2,5I 

0,53 
0,82 
1,21 
1,67 
2,I7 
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Le tableau I '  donne les valeurs de a (~ IN(a) = v) 
E (# I N(~) = v) 

racinecarr~e d e ( :  + 2  P ( ~ + 2 " ~ ) P ( v ; ~ )  ) '  - - I  
+ I P' b' + I ;  ~) 

rapprocher de ~ =  ~ = I .  

TABLEAU I' 

~57 

6gales A la 

et que l'on peut 

~ l  I 2 3 4 5 

0,90 
O,81 
O,69 
0,59 
0,51 

0,84 
0,77 
0,67 
0,58 
0,51 

0,80 
0,73 
0,65 
0,57 
0,50 

0,76 
0,70 
0,63 
0,56 
0,50 

0,73 
0,69 
0,62 
0,55 
0,50 

Les valeurs de EI~IA N(~)--V] \ sont 4videmment influenc4es par 

les valeurs des param~tres de la loi ajust6e; voyons le sens de cette 
influence, dans le cas oh v=o. 

Comme E N(~) = o  = ( I  + c ~ ) - " =  I + 

on volt imm6diatement que E d6croit si, toutes autres choses restant 

~gales' P cr°it (~ restant c°nstant) °u si b- cr°it (p restant c°nstant)' , P 

c'est-~t-dire si le taux instantan4 ou bien l'h6t6rog6n6it4 relative 
croit. 

L'6tude de [(a) a log I + b montre que E d6croit 
a 

6galement, si a crolt, routes autres choses restant 6gales; en effet 

-0c + < o .  / '(a) = - - l o g  I + a  I +b0t/a 

Illustrons l'influence de la variation des param~tres par quelques 
valeurs de E calcul4es respectivement dans les cas suivants: 
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- - p = o , 2 5 ;  b = o,5o; a = - -  (Tableau II) 
2 

--p=0,25; 1 / ~ =  I ," a =  I (Tableau III). 

Le cas oh a = i est celui o/1 la loi d 'ajustement est la loi bino- 
miale ndgative c'est-~t-dire oh la loi de structure est une loi de 
Pearson du type I I I ;  c'est le cas bien connu de la r~gression lin6aire 

oh  E N(°0 = ~  - -  I + b 0 ~  

TABLEAU II  

I 2 3 4 5 i 

0 
I 
2 

3 
4 

0,94 
I , I7  
1 , 4 3  
1,73 
2,07 

o,89 
1,o9 
1,33 
1,6o 
1,9o 

0,85 
I,O3 
1,25 
1,49 
1,76 

0,82 
0,98 
I , I 8  

1,4o 
1,64 

0,78 
o,94 
I , I2  
1,32 
1,54 

TABLEAU i l l  

I 2 3 4 5 

o, 80 
1,60 
2,40 
3,20 
4 , - -  

0,67 
1,33 
2 , - -  

2,67 
3,33 

0,57 
1,14 
1,7I 
2,29 
2,86 

0,50 
I , - -  
1 , 5 0  
2 , - -  

2,50 

0,44 
0,89 
1,33 
1,78 
2 , 2 2  

Comme il fallait s 'y attendre, ces tableaux mettent  en dvidence 

primordiale de l'h6t6rog6ndit6 a priori mesur6e par 1/~,-- l'influence 

influence qui est nettement plus forte que celle d'une variation 
du param~tre a. 

I V .  CONSIDERATIONS PRATIQUES ET CONCLUSIONS 

1. Nous mesurons bien l'imperfection et l'insuffisance des quel- 
ques statistiques que nous avons pu analyser. Ainsi par exemple 
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il est certain que l'hypoth~se de l'inddpendance entre les variables 
,,nombre de sinistres" et ,,coflt d'un sinistre" que nous avons posde 
faute de mieux, r6clame un examen plus minutieux. A cet dgard, 
nous n'avons pu jusqu'~t prdsent donner qu'un petit  coup de sonde 
qui a consistd ~t relever ~t partir d'une sdrie de ,,gros" sinistres 
( ~  2oo.ooo Frs belges) ayant frapp6 des v~hicules qui avaient 
tous dtd soumis au risque pendant une pdriode d'une annde, le 
nombre Vn de ces vdhicules qui avaient eu respectivement n =  I, 2, 
• . .  sinistres au total pendant la pdriode considdrde. Voici le rdsultat 
de ce relevd: 

Y,~ 
observds 

41 
13 

4 
3 

6i  

Yn 
thdoriques 

approximatifs  

49 
9,3 
2 
0,5 

Les valeurs observdes des divers V~ s'accordent plus ou moins 
avec les valeurs thdoriques qui seraient ddduites d'une statistique 
portant  sur l 'ensemble des vdhicules soumis au risque. Cette seule 
observation n'a dvidemment aucun poids; nous ne la signalons que 
pour mdmoire; il faudrait la poursuivre et l'amplifier. 

L'analyse de la loi de probabilitd de la variable ,,nombre de 
sinistres" devrait elle aussi ~tre approtondie pour permettre de 
prdciser l 'estimation de l'hdtdrogdnditd des classes de tarif, de 
ddpouiller cette hdtdrogdnditd d'une variation systdmatique dven- 
tuelle du taux moyen de sinistre et de s'assurer d'une stabilitd 
suffisante de la loi de structure. 

Nous pensons bien que des observations plus poussdes permet- 
traient d'affermir l'opinion qu'il est techniquement ldgitime de 
corriger l'indvitable imperfection a priori des tarifs , ,Automobile" 
par une politique de bonus pour non sinistre. 

Toutes les difficultds ne seraient pas surmontdes pour autant, 
car il resterait ~t choisir un syst~me pratique de bonus. 
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2. Un tel syst~me devrait rdpondre au moins aux imp6ratifs 
suivants: 

- - n e  pas rompre l'~quilibre entre les recettes et les d6penses; 
- - ~ t r e  aussi 6quitable que possible; 
- - n e  pas entrainer trop de complications administratives. 
Si le tarif de base d'une classe de risque est le tarif , ,moyen" 

pour l'ensemble de cette classe, l'imp6ratif d'6quilibre, en accord 
d'ailleurs avec l'6quitd, exige que le bonus accord6 ~t certains 
assures soit compens~ par une surprime inflig6e aux ,,mauvais 
risques". Les valeurs th6oriques de ces bonus et de ces p6nalisations, 
basdes sur les valeurs individuelles des N(0~) observ6es, sont donn6es 
par les moments a posteriori, pour une h~t6rog6n6it6 admise comme 
valable pour la classe consid6r~e; ces valeurs sont ~quilibr~es, 
par ,,g6n6ration" d'assur6s, comme le d6montre la propri6t6 II. 3. a. 
Les quelques valeurs calcul6es en III. 4. montrent combien les 
pdnalisations devraient ~tre lourdes. De telles surprimes font se 
r6crier les praticiens; cependant font-elles plus que traduire l'ex- 
tr~me importance du comportement du conducteur dans l'appr6- 
ciation d'un risque automobile ? 

Pour 6viter de trop fortes surprimes apparentes il faut tout 
d 'abord essayer de r6duire l'h6t~rog6n6it6 des classes en nuan~ant 
le tarif par  l 'introduction de crit~res suppl~mentaires (profession, 
type de v6hicule, age du ou des conducteurs 6ventuels, e tc . . . ) .  
Des ~tudes pouss6es dans ce sens am~lioreraient les tarifs a priori. 
Nous pensons qu'elles laisseraient n6anmoins subsister une h6t~ro- 
g6n~it~ suffisante pour justifier une politique de bonus, c'est-~-dire 
notamment l'application de surprime. 

On peut 6videmment diminuer l ' importance relative de ces sur- 
primes en 6levant a priori le tarif de base, mais plus on le fait 
plus on bouscule l'6quit6. 

Certes le choix d'un syst~me de bonus ne peut faire abstraction 
de considerations extra-techniques, commerciales, administratives 
et autres, qui sont susceptibles d'infl6chir les conclusions techniques. 
Mais quoi qu'il en soit, il est toujours possible dans une hypoth~se 
d o n n 6 e -  et p r u d e n t e -  d'h6t6rog6n6it6 de b~tir un syst~me de 
bonus th6oriquement 6quilibr& 

I1 n'est pas difficile non plus de passer d'un taux de bonus applica- 
ble aux primes pures ~t un taux de bonus ,,commercial". 
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Les commissions aux agents, si le pourcentage en est constant, 
ne jouent  aucun r61e. Quant aux frais g6n6raux d'administration, 
il faut les d6composer d'une part  en frais d'6mission et de gestion 
des contrats, et d 'autre part  en frais de gestion et de r~glement 
des sinistres, le taux de bonus ,,put" ne s 'appliquant qu'A ces 
derniers. I1 n 'y a donc pas de difficultd tL cet ~gard si la comptabilit6 
est organis6e pour l 'analyse des frais par d~partement et par service. 

3. Sans vouloir faire une analyse complete de la question, on 
ne peut toutefois omettre de signaler qu'une politique de bonus 
prate le flanc tt diverses objections. 

Dans certains p a y s -  et c'est le cas en B e l g i q u e -  la clause de 
,,conduite exclusive" n'existe pratiquement plus; car l 'assureur 
est toujours oblige d'intervenir quel que soit le conducteur, quitte 

se retourner contre le preneur d'assurance si le conducteur n'6tait 
pas celui qui avait 6t6 d6sign6 dans la police; mais cette proc6dure 
est fort d~licate. On assure donc en fait le v6hicule et non le con- 
ducteur. On objecte alors que l 'observation du comportement 
passe du ou des conducteurs du v6hicule peut se r6v61er absolument 
d6pourvue de toute signification pour l'avenir, puisque le conducteur 
futur peut  8tre une autre personne. 

Cette objection n'est pas sans fondement; mais elle nous paralt 
en pratique plus grave pour une ,,flotte" de v6hicules d'une firme 
industrielle ou commerciale que pour des v6hicules priv6s. 

On pourrait soutenir aussi que le comportement d'un conducteur 
bien d6termin6 peut changer au fil du temps et par consequent que 
le passd n'est pas garant de l'avenir. Mais cette incertitude ne p~se- 
t-elle pas sur la plupart des pr6visions qui sont tLla base m~me 
du fonctionnement de notre industrie ? 

On pourrait encore invoquer la possibilit6 pour l'assur6 de ,,jouer 
contre la Compagnie" en ne d6clarant pas certains petits sinistres, 
pour esquiver une p6nalisation plus cofiteuse et fausser ainsi 
l'~quilibre th6orique du systbme de bonus adopt6. Cette possibilit6 
est r~elle mais le jeu est complexe; en cas de sinistres r~pdt6s, il 
peut se retourner contre l'assur6 qui n'est pas certain de jouer 
toujours la bonne carte. 

4. Embrassant les aspects th6oriques et pratiques de la question, 
on est finalement amen~ tt conclure que l 'att i tude t~ adopter tt 
l'~gard d'une politique de bonus pose un problbme de gestion qui, 
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comme tel, est essentiellement et fatalemeat un arbitrage entre 
facteurs contradictoires. I1 appartient en d6finitve aux responsables 
d'une gestion automobile de peser ces divers facteurs administratifs, 
commerciaux, purement techniques, moraux et autres. Mais quel 
que soit l 'enchev~trement de ces facteurs, on se trouve finalement 
- - t o u t e s  r6ductions f a i t e s - - d e v a n t  l'option suivante: tenir 
compte d'une faqon imparfaite ou ne pas tenir compte du tout, 
dans l'appr6ciation du risque automobile, du comportement du 
conducteur qui en est un facteur important. Certes il reste bien des 
points ~ 6clairer et ~ cet 6gard le manque de statistiques suffisam- 
ment fouill~es est un gros handicap: aussi la confrontation que 
l ' Inst i tut  des Actuaires Franqais a d6cidd d'organiser ne peut-elle 
~tre que bienvenue et enrichissante. 

Je remercie M. P. Jaspard qui s'est charg6 de la plupart des 
calculs num&iques. 


