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Rf~SUME 

L'artlcle propose pour juger du risque de d6s6quillbre d 'un portefeuflle 
d 'assurance une mesure off interwennent trois caract6nstiques essentielles du 
risque [a probabflit~ de rume, l 'amplitude de [a rume et ['~lo~gnement de 
l '6poque d 'une ruine 6ventuelle. Cette mesure n'est gu6re accessible fi l 'analyse 
math6matNue  reals calculable sans grands probl6mes par un PC. L'auteur  
pr6sente quelques exemples th6oriques et pratNues. 

SUMMARY 

The paper proposes a three parameter  measure by which the risk of  a portfolio 
can be assessed. The parameters  are.  the probabili ty of  ruin, the severity of  
ruin 0 e. the amount  of  the deficit when ruin occurs) and the t~me of ruin Th~s 
type of analysis does not lend itself to closed form solutions, but it can be 
easily carried out on a PC. The author presents some theoretical and practical 
examples. 

1 RISQUE DE D~C~S ET RISQUE DE RUINE, 

PLUS QU'UNE ANALOGIE 

Le dbc6s d 'un assure alnsl que la rulne d 'une compagnle d 'assurance (une rulne 
au sens math~matNue!)  sont assur~ment deux ph~nom~nes hautement actua- 
rlels. Pour beaucoup d'actuawes n~anmoms fls relbvent d 'horlzons fort ~lol- 
gn6s ! 

Le risque de d6c~s, ~tudl6 depuls Iongtemps, observe, mesur~, mls en tables 
depms plus de cent ans, compare,  math6matis6 dans un ensemble de formules 
devenues classlques, consutue la base m6me de [a science et de la pratNue 
actuarlelle. 

Le risque de rmne, d 'approche plut6t sp~culatwe, non observable, non 
mesurable dans la vie ~:conomNue, mod~lls6 en des formules parfols ~sot~n- 
ques, peu utflisable dans la pratique, est Fun des champs d'~tude de pr(Mflec- 
tlon de la th6one actuarielle. 

Et pourtant ,  en ce qm touche leur structure, les deux nsques, le d6c~s et la 
ruine, possMent un point essent~el en commun IIs concernent tous deux des 
<< syst6mes >> vlvants, suscept~bles de perdre au cours du temps et de faq:on 
al6ato~re justement leur quaht~ de << wvant >>. 
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2. UNE S E U L E  F O R M U L E  POUR LA M E S U R E  DES DEUX R I S Q U E S .  9 

Depms fort longtemps les actualres ont apprls ~ mesurer, 6conom~quement 
parlant, le risque de d&~s '  les q, fixent la probabilit6 de la r6alisatlon du 
risque, le contrat  d 'assurance pr6clse la prestatlon en capital C, en cas de d6c~s 
5. 1'6poque t, enfin le facteur d 'escompte vt tlent compte d 'un laps de temps plus 
ou moins long s6parant le prOsent du futur incertam Leur formule est, en 
utdlsant le langage international: 

Mesure du risque de d6c~s: 

(1) ,,A~ = ~" ,_lltq,'Ct v' 
t = l  

L'~:qudibre techmque 5. long terme de l 'assurance-vle esl acquls notamment  
par des formules &abhes sur des raisonnements de ce type 

Qu'en est-d du risque de ruine? 
Le risque de ruine a aussl son hlstoire. Au d6but du si&le, les th6onclens de 

la th6orie des jeux ont orient6 les actualres vers la notion de ruine des joueurs 
et de probablht6 de cette rume. Et l 'on se mlt fi &udder ares1, pour le 
joueur-assureur,  la probabilit6 de perdre sa m~se tamale, en un mot <¢de se 
ru ine r ,  Fm XX c Sl6Cle, d faut se rendre 5. l'6vtdence" la science n'a toujours 
pas fourni un moyen d 'appr6hender cette probablht6 dans des cas un peu 
g6n6raux, autrement que par des est~mateurs. 

Vu la &fficult6 de d6velopper une th6one susceptible de d&ermmer un peu 
confortablement la probabdlt6 de ruine, on peut se demander sl, pour mesurer 
le risque de d6s6qmhbre financier, le cholx exclusif de la probabdit+ de la fume 
a 6t6 judicieux Tentons de nous &stancer de ce cholx et, pour mesurer le risque 
de fume, essayons de nous inspirer de la mam6re avec laquelle le risque de 
d6c6s a 6t6 math6matis6 '  utllisons ce m61ange judlcleux des trois 61~ments du 
risque, la probabdlt6 de l'6v6nement, le cofit du , s i n i s t r e ,  et I'effet du temps. 
D6fimssons donc la mesure du risque de fume pendant une p6node de n ann6es 
par l 'expresslon de la forme suivante (semblable 5. celle du risque de d6c6s, 
signal& cl-dessus) : 

Mesure du risque de rume.  

(2)  .A. ,  = 

une expression dans laquelle. 

• , - i  iq,'E(lR,I) v' 
t - I  

X 

, - t  ~q 

E(LR,I) 

et v' 

seralt un 616ment caract6rlsant l '&at mihal du portefeudle (au 
m~me tltre que l'fige x caract&ise I '&at initml de I'assur~) 
seralt la probabil,t6 (comme en assurance-we) de la ruine dans 
l'ann6e de rang t, 
l 'esp6rance math6matlque du montant  de la rume sl elle intervient 
c n  l 

le facteur d 'escompte 
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I1 faut probablement rcnoncer actuellement fi voulolr exprlmer par l 'analyse 
math6matlque la valeur de la mesure ,,A, en fonctlon des caract6rlstNues 
techmques des portefemlles Par contre fl n'est pas msens6 de voulosr chercher 
fi uuhser les ressources de l 'ordmateur  pour d6terminer, par vole num6rlque, la 
valeur de la mesure ,,A, 

Les hgnes qm smvent montrent  que par le truchement des ordlnateurs et 
notamment  des PC d~spombles actuellement sur le march6 fl est possible de 
d6termmer num6nquement  une mesure du risque de rulne qm mt exactement la 
forme (2) ci-dessus, c'est-fi-dire le m6me contenu 6conomNue que celle que 
l'actualre-vle uuhsc pour juger du risque h6 fi I 'assurance de capital en cas de 
d~c6s. L'~l~ment x de la formule (2) caract6nsant l'~tat mmal  du risque de 
rulne sera la provision de fluctuation lnmale du portefemlle. 

Une remarque fondamentale s ' impose:  s~ l 'on choisit la probabfl~t6 de la 
fume pour mesurer le risque de ruine et pour d~clder du mveau de stabilit6 
financl~re d 'un portefemlle, iI est n~cessmre de fixer un ~mveau acceptable~ 
pour cette probaNht~ La hmlte entre l 'acceptable et I 'macceptable, off se 
SltUe-t-elle? Ne pourrmt-on pas penser ~tre m~eux fi m~me de trancher la 
question sJ l 'on pouvait  disposer d 'une mesure qm pmsse s 'exprimer en francs, 
DM ou en Dollars et ~tre compar6e fi d 'autres 61~ments ~conomlques du 
portefemlle'~ On dlsposermt alors d 'une mesure ~ palpable ~ permettant  de juger 
sl le risque de rume est ~conomNuement  supportable ou non? La formule (2) 
ci-dessus propose une mesure du risque de fume de ce type. 

La mesure du risque de rume selon la formule (2) se jusnfie d'elle-m~me elle 
reprdsente slmplement I'esp~rance math6mauque actuahs~e fi I 'ongme des 
temps de l 'apport  financier dont iI sermt n6cessaire de disposer pour ~ remettre 
fi z~ro~ la provision de fluctuation sl celle-cl devait devemr n6gauve. 

L'actumre-math~matlcien regrettera assur~ment que l 'on propose d'utihser 
pour juger du risque de d6s~qmhbre financier d 'un portefeuille une mesure qm 
ne s 'expnme pas par des formules du langage math6matique. Les ordmateurs  
existent et l 'actualre se dolt d'utlhser actuellement et l 'approche math~mauque 
th6onque et I 'approche algonthmlque numdnque pour perfectionner ses tech- 
tuques et son art. 

Une 6volutlon semblable s'est falte dans le domaine de I 'assurance sur la vie. 
de Mo~vre, Gomper tz  et Makeham ont cherch~ ft. expnmer  les probabfl~t6s de 
d~c~Ss ou I 'ordre des vivants par des formules math6matNues.  Par cette 
approche, ces pmmers de la science actuanelle ont mls sur pied p ex la th6one 
de l'fige central d 'un groupe de personnes. Mals iI a fallu rapidement accepter 
la r6aht~: les fonct~ons q, et l, de m6me que les valeurs actuelles usuelles ne 
peuvent pas s 'exprlmer par des formules math~mat~ques g~n~rales si I 'on veut 
pouvolr  s 'adapter  au monde r~el. Et depms fort longtemps les actualres-vse 
d6termment l 'ordre des wvants et les valeurs actuelles non par des formules 
mathdmauques mms par I 'a lgonthme r~curslf 

(3) Iv-d, = /,+~ 

et par des sommations de nombres de commutat ions  (donc des op6rat~ons 
purement num6rlques) 



I 10 MARC-HENRI AMSLER 

3 LE MODULE ALGORITHMIQUE 

Le processus al~atolre classlque d~cnvant l'~volutlon d'un portefemlle d'assu- 
rance est d~fim comme suit: 

L'instltutlon d 'assurance dispose ft l 'ongme des temps d'une provision de 
fluctuation x, encaisse chaque annOe un volume de primes P, dolt falre face fi 
des prestatlons d 'assurance de montant  S (alOatolre) par annOe, la prime P 
comprenant  une marge de s~cunt~ positive par rapport  au cofit moyen E(S) 
des smlstres. Le protefeudle est stationnalre en ce sens que le volume des 
primes annuelles P e s t  constant et les charges annuelles des Slmstres S des 
variables ind~pendantes et identiquement distributes (lid). 

La formule de r&urrence rehant deux valeurs cons~cutwes de la provision de 
fluctuatmn (al~atolre) R t est '  

Ro=x 
( 4 )  R , + P - S =  R,+~ t = 0 , 1 , 2 , 3 ,  

On notera au passage la ressemblance de cette formule de r6currence (4) avec 
celle de l 'assurance-vle (3) 

Pour sahsfalre aux exlgences du calcul num&lque (et sans perte essentlelle de 
g~n&ahtO, on supposera que la charge annuelle S des smlstres prend des 
valeurs muluples d 'une unit6 mon&aire donn~e et qu'elle est born& (cette 
dern16re hypoth~se &ant d'adleurs sat~sfalte dans la r~ahtO 

Le mod6le cholsl est donc dlscret en valeur et dans le temps 
La fume mtervlent au .lour du bllan pour lequel R, devlent n6gahf pour la 

Irc lois (1 rc rume). 
En un moment  d'observat~on t quelconque (t entler) le portefemlle peut se 

trouver dans I'un ou l 'autre des 3 &ats smvants:  

- - & a t  A: n 'avoir  jamals 6t+ en situation de rulne (R, toujours positif 
jusqu'en t, t comprls), 

- -  6tat B. &re tomb6 en situation de fume juste en t ( ) 1 r~ rulne), 
- -  &at C: &re tomb6 en situation de rume fi une date ant&leure 

Ces 3 6tats repr6sentent la totaht+ des &ats possibles d'un portefemlle fi 
l '6poque t 

La succession des 6tats peut &re repr6sent6e par le graphe suivant, chaque 
fl&he mdlquant une 6volutxon possible de 1'6tat du portefeuxlle au cours d 'une 
ann&.  

C;, --9 
c 

Vu les hypoth6ses faltes sur le mod+le, les distributions des variables R~ 
(t = 1, 2, 3 . . . .  ) s 'obtlennent par convoluUons successwes de distributions 
&scr&es. Le processus de calcul de ces distributions est 616menta~re, iI dolt 
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slmplement enregistrer les probablllt6S obtenues pour  chacune des valeurs 
possibles de R, s6par6ment selon les 3 ~tats A, B e t  C 

La d~terminat~on num6rique de la mesure du risque de fume telle que pro- 
pos6e par la formule (2) exlge la connalssance aux ~poques t = I, 2, 3 . . . .  n:  

- -  de la probabfllt~ du d6placement du portefeullle de 1'6tat A v e r s  l '6tat B, 
SOlt la grandeur  t - i l lqa,  

- -  des probabllit6s des valeurs de R, Ii~es ~ I'~tat B afin d 'en tlrer I 'esp~rance 
math~mat lque E(IR,[), 

- -  des valeurs successives du facteur d 'escompte  v' 

Volcl quelques exemples" 

4 EXEMPLES 

Nous  pr6senterons success~vement trois exemples. Tou t  d ' abo rd  deux <<exem- 
pies d'6cole>>, non r6allstes darts le cadre d '6tudes de portefeullles d 'assurance,  
reals permettant  de contr61er par la vole du calcul num6rlque plusieurs 
proprl6t6s classlques fournles par la vole math6matlque.  Enfin un dermer  
exemple, cette fols-Cl r6el, provenant  d 'une  mod6hsat lon d 'une  calsse de 
pension de drolt  SUlSSe (d 'apr6s E. Kuhn,  Bulletin de I 'Assoclat lon smsse des 
actualres, Vol 1986/2) Ce dernler exemple permettra,  par I ' ln t roduct lon de 
dlverses formes de r6assurance, de juger  dans un cas pratique de l'effet de ces 
r6assurances sur la mesurc du risque de ruine ,,A,, et, de plus, de constater  
laquelle des 3 composantes  de la mesure du rxsque, la probabllit~ de la rulne, le 
mon tan t  de la rulne ou le laps de temps jusqu'& une rulne 6ventuelle joue un 
r61e d6termmant  dans l 'estlmatlon du risque 

Les r6sultats des 2 premiers exemples seront pr6sent~s par des tableaux 
num6rlques de la forme:  

DETERMINATION DE LA MESURE DU RISQUE - -  PORTEI'EUILLE B E R 6 0 4  

Probabfltt+s Mesure du risque t = 0 05 
t ,P~ q~ t r-.tlq~ cumul E(IR,I) I an ,A, v ~ 

0 I 00000 00000 00000 00000 00000 00000 00000 I 00000 
1 1 00000 00000 00000 00000 00000 00000 00000 95238 
2 1 00000 00000 00000 00000 00000 00000 00000 90703 
3 100000 02560 00000 00000 00000 00000 00000 86384 
4 97440 00000 02560 02560 I 00000 02560 02106 82270 

La signification des dlverses colonnes est la SUlvante: (afin de souhgner  
l'xdentlt6 de structure du processus <<rulne-non rulne>> avec le processus 
<< vie-d6c6s >>, nous utlhserons le langage et les symboles usuels de l 'assurance- 
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vie; nous  pa r l e rons  n o t a m m e n t  de <{portefeuille en vle~> Iorsque, au cours  du 
temps,  le por te feudle  ne sera j a m a l s  tomb6 en s i tua t ion  de rume).  

Col No Symbole 

1 tP, 

2 q~ , 

3 t - I I Iq~ 

4 

5 E(IRtl )  

6 

7 ,A, 

8 ~,t 

Sigmflcatwn 

probabdl t~ ,  pou r  le por tefeml le  & s p o s a n t  d ' u n e  prov,s ion 
de f luc tua t ion  ,mtlale  de m o n t a n t  x, d '6 t re  encore  , e n  

vie>> ~i l '~poque  t, 

p robab lh t6  en t de la prem~6re fume dans  I 'ann6e qul suit 
(~en vie>:, en t, <¢d6c6d6, en t +  1, SOIt le q ,+ ,  usuel de 
l 'assurance-v~e),  

p robabd l t~  en t = 0 d ' une  I rc rume (d6c6s) exac tement  ti 
1'6poque t, 

cumul  de la col 3, soit  p robabd l t~  d ' a v o i r  ~tb en s i tuat ion 
de fume p e n d a n t  les t ann~es 6coulees, 

e sp&ance  ma th6ma t ,que  du m o n t a n t  d ' u n e  rume en t, 

prime de risque de l ' ann& de rang t = , illq, E ( R , ) ,  

mesure en t = 0 du risque de rume pendant le laps de temps 
t, so~t le cumul  ac tuahs6 en t = 0 des pr imes  de r ,sque 
annuel les  selon col. 6, 

fac teur  d ' e s c o m p t e  usuel 

Pour  le 3 c exemple  les t ab leaux  num6r~ques [II et IV sont  des extracts de 
t ab leaux  de m6me na tu re  6tablls  pour  les &verses  formes de r6assurance 

c o n s i d & & s .  
Les calculs  ont  6t~ r~ahs& sur des P.C. SOlt en langage A P L  so,t  en langage 

C, en c o l l a b o r a t i o n  avec le professeur  F ranco i s  Dufresne ,  Un,vers , t6  Laval ,  
C a n a d a .  

E x e m p l e  1 

C o n s l d & o n s  le module  be rnou lhen  de ca rac t&ls t iques  smvantes  (modUle 
Ber604) : 

- -  va leurs  possibles  de la charge  S des s imstres  

0 1 2 

- -  p robab ih t~s  c o r r e s p o n d a n t  A c e s  3 va leurs :  

p = 0.6 0 q = 0.4 

- -  on a E ( S )  = 0.8 Var  (S)  = 0 96 
- -  p r ime  annuel le  P = I (marge  de s~cunt6 P - E ( S )  = 0 2) 
- -  prows~on de f luc tuauon  mat,ale x = 3, 
- -  ac tua l i sa t ion  au taux annuel  de 5 % 

Volc~ les r&ul t a t s  des ca lculs .  
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TABLEAU I 

D E T E R M I N A T I O N  DE LA M E S U R E  D U  R I S Q U E  - -  P O R T E F E U I L L E  B E R 6 0 4  

113 

Probabdlt~S Mesure du risque t = 0 05 
t , p ,  q , . t  , - H q ~  cumul E(IR,I) 1 an ~A, v' 

0 I 00000 00000 00000 00000 
I I 00000 00000 00000  00000  
2 I 00000 00000 00000 00000 
3 1 00000 02560 00000 00000 
4 97440 00000 02560 02560 
5 97440 02522 00000 02560 
6 94982 00000 02458 05018 
7 94982 02173 00000 05018 
8 92918 00000 02064 07082 
9 92918 01828 00000 07082 

10 91219 00000 01699 08781 
II 91219 01536 00000 08781 
12 89818 00000 01401 10182 
13 89818 01298 00000 10182 
14 88652 00000 01166 11348 
15 88652 01105 00000 11348 
16 87672 00000 00979 12328 
17 87672 00947 00000 12328 
18 86842 00000 00830 13158 
19 86842 00818 00000 13158 
20 86132 00000 00710 13868 
21 86132 00710 00000 13868 
22 85521 00000 00612 14479 
23 85521 00620 00000 14479 
24 84990 00000 00531 15010 
25 84990 00545 00000 15010 

00000 00000 00000 100000 
00000 00000 00000 95238 
00000 00000 00000 90703 
00000 00000 00000 86384 
00000 02560 02106 82270 
00000 00000 02106 78353 
00000 02458 03940 74622 
00000 00000 03940 71068 
00000 02064 05337 67684 
00000 00000 05337 64461 
00000 01699 06380 61391 
00000 00000 06380 58468 
00000 01401 07160 55684 
00000 00000 07160 53032 
00000 01166 07749 50507 
00000 00000 07749 48102 
00000 00979 08198 45811 
00000 00000 08198 43630 
00000 00830 08543 41552 
00000 00000 08543 39573 
00000 00710 08811 37689 
00000 00000 08811 35894 
00000 00612 09020 34185 
00000 00000 09020 32557 
00000 00531 09184 31007 
00000 00000 09184 29530 

O n  r e m a r q u e r a  en  p a m c u h e r .  

- -  la r ~ d u c t l o n  p r o g r e s s i v e  des  p r o b a b d i t ~ s  de  r u i n e  (col  2 et  3), 

- -  la c o n s t a n c e  de  E(IRz]) ,  col .  5, ~ v l d e n t e ,  p u l s q u e  d a n s  ce m o d ~ t e  le m o n t a n t  

d ' u n e  r u m e  es t  t o u j o u r s  6gal  fi 1, 

- - l ' e f f e t  de  l ' a c t u a l i s a u o n  (ft. 5 % ) :  s a n s  e s c o m p t e  ( v ' =  1 et  pu~sque  

E( IR, I )  = I p o u r  t o u s l e s  t )  la m e s u r e  d u  r i s q u e  de  f u m e  rA, c o r r e s p o n d a n t  

fi une  p 6 n o d e  t q u e l c o n q u e  es t  6gale  fi la p r o b a b f l l t 6  de  f u m e  c u m u l 6 e  s u r  

l a d l t e  p 6 r l o d e  (col .  4). A v e c  e s c o m p t e  de  5 % p a r  a n n 6 e ,  la m e s u r e  d u  r i s q u e  

de  r u m e  su r  25 a n s  25A3 p. ex es t  0 .09184 ,  se m o n t e  a ins l  ft. 6 1 , 2 %  de  la 

v a l e u r  s a n s  e s c o m p t e  (0 15010).  

II est  i n t 6 r e s s a n t  de  c o m p a r e r  le c u m u l  p r o g r e s s l f  de  la p r o b a b d i t +  de  f u m e  
(col .  4) a v e c  la v a l e u r  e x a c t e  l lml te  d o n n 6 e  p a r  la t h + o n e  m a t h 6 m a t J q u e  p o u r  

u n e  p 6 n o d e  r e t i r e m e n t  l o n g u e :  

p r o b .  = ( q ' p ) '  + l = (0 4 '  0 6) 4 = 0 .19753  

Ainsl apr6s 25 ans la probabdit6 de ruine attemt 76,0% (et apr6s 50 ans 
92,5%) de la valeur hm~te donn6e par la th6orle. I1 faut attendre 110 ans pour 
que la probabilit6 de rume attelgne les 99% de la valeur hm~te 0.19753. 



114 MARC-HENRI AMSLER 

E x e m p l e  2 

R e f a i s o n s  les m 6 m e s  ca lcu l s  maJs  en p a r t a n t  du  mod61e p o u r  lequel  la c h a r g e  

a n n u e l l e  S des  s m l s t r e s  est  u n e  va r i ab l e  g 6 o m & n q u e  

p r o b ( S =  s )  = ( l - r ) ' r  s avec  r = 4/9 

O n  a 6 g a l e m e n t  

E ( S )  = 0.8 rea ls  V a r  ( S )  = 1.44 

P o u r  u n e  m 6 m e  p r o v i s i o n  de  f l u c t u a t i o n  ml t la le  x = 3, les r6su l ta t s  s o n t  les 

s u i v a n t s  : 

TABLEAU 2 

DI~TERMINATION DE LA MESURE DU RISQUE - -  PORTEFEUILLE GEOMEO8M 12 

Probabdlt~s Mesure du risque t = 0 05 
t ,p~ q,., ,-Ijhq~ cumul E(IR,I) I an ,A, v' 

0 1 00000 01734 00000 00000 
I 98266 02179 01734 01734 
2 96125 02200 02141 03875 
3 94010 02083 02114 05990 
4 92053 01926 01958 07947 
5 90280 01765 01773 09720 
6 88687 01613 01593 11313 
7 87256 01475 01430 12744 
8 85970 01350 01287 14030 
9 84809 01239 01161 15191 

10 83758 01140 01051 16242 
I1 82803 01052 00955 17197 
12 81932 00973 00871 18068 
13 81135 00902 00797 18865 
14 80403 00838 00732 19597 
15 79729 00780 00674 20271 
16 79107 00728 00622 20893 
17 78531 00681 00576 21469 
18 77996 00638 00535 22004 
19 77498 00599 00498 22502 
20 77034 00563 00464 22966 
21 76601 00530 00.433 23399 
22 76195 00499 00406 23805 
23 75815 00471 00381 24185 
24 75457 00446 0'0357 24543 
25 .75121 00000 00336 24879 

00000 00000 00000 100000 
80154 03124 02975 95238 
80123 03856 06473 90703 
80122 03809 09736 86384 
80128 03527 12665 82270 
80139 03193 15166 78353 
80151 02870 17308 74622 
80166 02577 19140 71068 
80164 02318 20709 67684 
80159 02092 22057 64461 
80152 01894 23219 61391 
80146 01721 24225 58468 
80140 01569 25099 55684 
80134 01436 25861 53032 
80128 01318 26526 50507 
80123 01214 27110 48102 
80118 01121 27623 45811 
80113 01038 28076 43630 
80108 00963 28476 41552 
80103 00896 2883 39573 
80098 00836 29146 37689 
80094 00781 29426 35894 
80089 00731 29676 34185 
80085 00685 29899 32557 
80081 00644 30099 31007 
80077 00606 30277 29530 

O n  r e m a r q u e r a  en p a r t i c u l i e r  q u e  

- -  les p r o b a b l h t ~ s  de  r u m e  t - l t q ~  c r o i s s e n t  p e n d a n t  les 2 prem16res  a n n & s  

pros  d & r o i s s e n t  l e n t e m e n t ,  

- -  E( [R, I )  est  c o n s t a n t .  L ' a p p r o c h e  m a t h 6 m a t l q u e  & a b h t  en e f fe t  que  d a n s  ce 

mod61e p a r t i c u h e r  le m o n t a n t  de  la ru ine  a la m 6 m e  loi de  & s t r i b u t x o n  q u e  

la c h a r g e  S e l l e - m ~ m e  Vu  q u e  le m o n t a n t  de  la ru ine  a c c e p t e  des  va leu r s  
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partlr de 1 et non de 0 (la situation R = 0 ne repr6sente pas une << rume >> au 
sens actuamel), l 'esp6rance math6mat lque  E(IRtl), pour  tous le s  temps t, est 
6gale fi 1+ E(S) = I 8. La petite lmpr6c~slon darts les dernl6res d6c~males 
provient du fair que pour  le calcul num6rlque ll a fallu t ronquer  la 
dls tmbuhon (avantage et d6savantage du calcul numgriqueW) La t roncature  
a 6t6 fa~te comme smt 

probabihtgs de S jusqu'~. S = 10 selon formule 
prob (S = I1) = 0 
prob (S = 12) = 0.0001336571821 

de fad;on fi ob temr  une esp6rance ma th6mauque  tr6s proche de 0 8, 
- -  la convergence de la probablht6 de rume sur t ann6es vers sa limlte pour  

une p~mode retiree, donn~e par la th6ome math~mat lque '  

prob.  = (r. l - r )  '+2 = 0 32768 (x = 3) 

La probabfllt6 de rume pendant  la p6mode consld6rde de 25 ans est, selon le 
tableau : 

prob. sur 25 ans = 0.24879 

On est encore loin (fi 75,9 %) de la valeur hm~te! 

E x e m p l e  3 

Le portefeuflle est celm d 'une  calsse de pensions comprenan t  236 assures actlfs, 
d'fige moyen 36,48. Les sommes sous le risque - -  calcul6es pour  chaque assur6 
- -  varlent entre - 5 0  000 ct + 6 8 0  000 Frs.s. Le nombre  moyen annuel  des 
sm~stres est 0.917 

La charge annuelle S est une varmble de Polsson pondgr6e. 
Darts la pr6sente 6tude, l 'unit6 de calcul a gt~ cholsie 6gale fi Frs.s 20 000. 
On a 

E(S) = 6 3640 Vat  (S) = 105.0 

Pour  les calculs num6rlques, objet des tableaux c~-dcssous, on a cholsl 
comme smt les derniers paramgtres du portefeuille: 

Pmme annuelle totale du portefeuflle 
Provisions de f luctuauon m~tmle 
Actuahsa t lon  au taux annuel d'int6r6t 
Dur6e de l'+volut~on du processus 

P = 8 ( =  160 000) 
x = 0, 10, 2 0 e t  30 
i = 5 %  
n = 20 ans 

Le calcul de la mesure ,A,  et de ses 616ments a 6t6 effectu+ tout  d ' abo rd  pour  
le portefeuille omgmal, donc  sans r6assurance, pros pour  le portefemlle pour  
propre compte  apr6s r6assurance en Stop-loss et en Excess-of-loss darts le but 
de juger  des effets d 'une  r6assurance sur la mesure du risque de rume ,A,  
propos+e 

Volc~ les r6sultats des calculs 
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T A B L E A U  3 

PORTEFEUILLE CAISSE DE PENSIONS ALPHA ] 
EVOLUTION PENDANT UNE PERIODE DE 20 ANS 

Prov de f luctuat ton m~ttale 
Reass  Plem E(S)  Var (S) P PIE(S)  ~ = 0 x = 10 x = 20 v = 30 

Probabd~t6s de rume 
- -  - -  6 364 105 0 8 1 257 65826 48981 34785 24062 
X L  20 5 823 78 5 7 I 202 69333 50435 33648 22225 
SL 20 5 223 51 8 6 I 149 74032 51856 31284 18032 
XL 10 4 282 34 4 5 I 168 71729 42008 22472 11254 
SL 10 3 546 18 0 4 I 128 75835 36447 13543 04201 

Mesure  du  r isque ,,A x sans escompte  
- -  - -  6 3 6 4  1050 8 1 257 76656  5 1510 3 5627 24807  
X L  20 5823  78 5 7 1 202 66779  4 1135 28390  I 8429 
SL 20 5 223 51 8 6 1 149 5 2468 2 5710 I 6255 0 9545 
XL 10 4 2 8 2  3 4 4  5 1 168 4 2 6 3 7  22461 I 1847 05917  
SL 10 3 5 4 6  180 4 I 128 28919  0 9 8 5 7  03800  0 1165 

Mesure  du r isque .A~ avec escompte  au taux de t = 0500 
- -  - -  6 3 6 4  1050 8 1 257 65820  4 1368 26654  I 7442 
XL 20 5 823 78 5 7 I 202 5 7599 3 2485 2 0629 I 2412 
SL 20 5 223 51 8 6 1 149 4 6162 I 9902 1 1166 5938 
XL 10 4 282 34 4 5 1 168 3 6966 1 6876 7870 3565 
SL 10 3 546 18 0 4 1 128 2 5709 6872 2220 0599 

Le premier tiers du tableau donne, dans les diff6rents cas de figure, les 
probabdit6s d 'une rume pendant les 20 ann6es consld6r+es. 

Le second tiers md~que les valeurs de la mesure ,,A, s~ l 'on ne t~ent pas 
compte  du ph6nom6ne de l 'escompte (t = 0). 

Le troisi6me tiers donne les valeurs de ,,A~ en tenant compte du ph6nom6ne 
de l 'escompte, au taux de 5 % l'an. 

Voici le contenu des prem~6res colonnes du tableau: 

col. 1 : SL slgmfie ~t Stop-loss >~, et XL ~ Excess-of-loss ~ 
col. 2: pleln de conservation 
col. 3 et 4: esp6rance math6matique et vartance de la charge des smistres pour 

propre compte 
col. 5: prime annuelle P, marge de s6cuntb compnsc  
col. 6: le rapport  PIE mforme sur l ' lmportance de la marge de s6curlt& Pour 

les formes avec r6assurance, la marge a 6t6 r6duite vu la r6ductlon des 
fluctuations du portefeuille par state de la r6assurance 

On peut falre les constatatlons SUlvantes qm, 6v~demment, ne sont valables 
que pour I 'exemple trmt& !1 n'est pas irr6ahste de penser que ces constatatlons 
dolvent probablement  6tre 6galement valables en ordre de grandeur pour 
d 'autres por te feu i l l es ,  r6els)>. 
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Constatations 

1. En ce qul concerne les probablht6s de rulne (1Cr tiers du tableau) on 
constate  que les r6assurances pr6vues n 'on t  pas un grand effet sur leurs 
valeurs num6rlques (Sl l 'on excepte la var~ante extreme avec une provision 
de fluctuation tamale  de x = 30, solt de pros de 4 primes annuelles!) Ce 
fa~t pourra~t provenlr  de ce que les probabfllt6S 6tant tr6s fortes, les 
r6assurances pr6vues ne permettent  pas d'6vlter la rume, ma~s peut-~tre 
seulement les c< fortes rumes~,  ce qul +videmment ne se volt pas dans la 
valeur de la probabfllt6 seule de la rulne. 

2. La prise en considerat ion du montan t  de la rume en plus de la probabiht6 
(2 c tiers du tableau) fourmt  des mesures du risque ,,A, (sans escompte) 
beaucoup plus dfff6rencl6es entre la forme sans et les formes avec r6assu- 
rance. Cette consta ta t lon semble conf i rmer  l 'hypoth6se falte cl-dessus que la 
r6assurance ag~t en prlor~t6 non sur la probablllt6 mais sur le mon tan t  de la 
rulne. La r6ductlon de la mesure du risque de rume ,,A, par  suite d 'une  
r6assurance est m6me tr6s forte. Ce falt permet de penser que la seule 
probabflit6 de la ruine n'est peut-~tre pas ~<le crtt6re par excellence)~ pour  
est~mer la stabfllt6 d 'un  portefeullle d 'assurance.  

3 L'effet de l'616ment ~ temps  d 'a t tente  jusqu'~, l '6poque de la rume~ par  
I 'mcorporat~on du facteur d 'escompte  v ~ dans la formule de ,,A, peut ~tre 
mesur6 en comparan t  le 3 e au 2 ~ tiers du tableau. L '~mportance de la 
r6duct~on donne  une certalne informatIon sur la dur6e de we moyenne  du 
portefeuille: une forte r6ductton mdtque que la ruine i n t e m e n d r a  plut6t 
tardlvement (s~ elle intervlent), une fa~ble r6ductton que le risque se situe 
dans un avenlr pas trop Iomtaln 

Vu le caract6re pr+pond6rant  du mon tan t  de la rulne dans la mesure ,,A,, I1 
est int~ressant de connai t re  l '~volutlon de I'esp+rance math6mat ique  de cette 
rulne au cours du temps Le tableau IV SUlvant en donne  les valeurs 
num+rlques pour  le portefeuflle sans et avec les 4 r6assurances consld6r6es, sous 
l 'hypoth~se d 'une  provision de fluctuation mitlale x = 10 

En c o m p a r a n t  les colonnes entre elles, on consta tera  en effet que la 
r6assurance r6dult fortement le mon tan t  moyen de la rulne D 'au t re  part, chose 
+trange, apr6s quelques ann~es d '+volutlon,  le mon tan t  moyen de la rulne 
semble se stabfl~ser et cela aussl blen pour  le portefeuflle sans r6assurance que 
pour  les 4 portefeuilles pour  propre compte.  Est-ce 1~ une propr16t6 g6n6rale ou 
une propri~t~ particull~re du portefeuille consld6r6? Ce point  m~rlte une 6tude 
plus pouss6e, no tamment  vu que pour  les deux ~ mod61es d'6cole ~) connus  (cas 
bernoulhen et g6om6trlque) les montan t s  de la rulne sont ldent lquement  
dlstribu6s pour  t ous l e s  temps. 

On se souvlendra 6galement que dans le mod61e en temps cont lnu ~ Polsson- 
exponent~el)~, la distribution du mon tan t  de la rume est md~pendante  du temps 
t, condmt  done  fi une esp6rance math6mat lque  constante  du montan t  de la 
ru lne .  
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TABLEAU 4 

ESPI~.RANCES MATHfEMATIQUES DES MONTANTS DE LA RUINE 
5 DISTRIBUTIONS, PROVISION DE FLUCTUATION X = 10 

Portefeudle Avec r6assurance 
t original XL20 SL20 XLI0 SLI0 

1 10 68237 7 11305 3 57901 5 32897 I 00000 
2 10 45803 8 83038 5 56497 5 29275 1 87975 
3 10 52935 8 75998 6 30800 5 51549 3 14442 
4 10 55995 8 37064 5 63211 5 29166 3 07209 
5 10 49723 8 49668 5 09456 5 41297 2 58590 
6 10 45528 8 50833 5 43031 5 31850 3 19702 
7 10 43762 8 45012 5 47503 5 36327 2 74371 
8 10 41972 8 45204 5 29235 5 32769 2 81429 
9 10 40305 844830 5 31522 5 33747 2 91595 

10 10 39134 8 43722 5 35058 5 32552 2 75674 
11 10 38108 8 43061 5 33487 5 32804 2 86498 
12 10 37292 8 42410 5 30397 5 32068 2 82167 
13 10 36694 8 41507 5 30695 5 31771 2 80272 
14 10 36697 8 41204 5 30909 5 31334 2 83534 
15 10 36245 8 41123 5 29765 5 31477 2 80282 
16 10 35852 8 40459 5 29290 5 31304 2 81678 
17 10 35336 840188 5 29437 5 30811 2 81591 
18 l0 33398 8 39316 5 28899 5 31085 2 80463 
19 10 33474 8 38961 5 28808 5 31062 2 81440 
20 10 33867 8 39157 5 28571 5 30717 2 80861 

5. CONCLUSIONS 

Lorsque l 'on parle ¢¢stabdlt6 financl6re~ d 'un portefeuille d'assurance, par 
tra&tion on pense ¢¢probabilit6 de ruine~; d y a plus de 60 ans qu 'un 
algudlage, peut-&re mconscient, a orient6 les espnts sur cette vole Les &udes 
de stablht6 qul s 'ensmvlrent ont largement utdis6 cet outfl par excellence de 
['actuaire que sont les math6matlques et notamment  I'analyse math6matique 
Le recours ~. cet Outll eut le grand m&ite d'exlger precision et concision dans 
les cholx faits sur les d~finmons et les hypotheses sur lesquelles se sont 
construits peu ~. peu les modules. N6anmoms,  sl I'on regarde la molsson des 
r6sultats, le constat est plut6t malgre Prahquement  seuls des modules d'~cole 
ont permis d ' appor te r  des r6ponses un peu pr&~ses, ces modules parlant de 
risques bernoulhens, g6om&nques,  exponent~els ou po~ssomens, de plus tablant 
dans la plupart  des cas sur l 'hypoth~se d 'un futur mfim Le cadre des 
recherches par la vole analyt~que ne correspond amsl pas trop b~en fi celul que 
la r~aht6 nous r6v6le 

Et c'est sur ce point prOcis de l 'adaptat~on fi la r6alit6 que l 'ordinateur 
apporte  son 6clmrage propre:  point d 'analyse math6mat~que nl de temps mfinl, 
mms des mod61es largement llb6r6s des contramtes math6matlques, un cadre 
num6nque et un horizon de court et moyen terme Incapable - -  du morns 
actuellement - -  de s 'aventurer sur les voles de l 'analyse math6matlque con~ues 
par l 'espnt humam, mms pass6 maitre dans l'ex6cutlon de calculs pour lesquels 
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l ' homme ne montre  ni engouement  nl prad~sposltlon, l ' o rdmateur  propose  ams~ 
une compl+mentari t6 bienvenue ft. I ' approche purement  math6mat ique  dans 
l '6tude des condit ions de stablllt6 des portefeullles d 'assurance.  

Le present article propose une mesure du risque de d6sbqu~hbre financier des 
portefemlles d 'assurance  mtmtlvement  616menlalre et a~s6ment accessible au 
calcul num6rlque Cette mesure fa~t lntervemr, outre la probablht6 et fume, 
I ' amphtude  de la rume ams~ que l'61olgnement dans le temps de l '6poque d 'une  
fume 6ventuelle. Elle est conceptuel lement  ~dent~que fi la mesure qu 'ut lhsent  
chaque jour  les actua~res-vle, pour  estlmer le risque financier le plus 616mentaire 
connu,  solt la prmle umque de I 'assurance de capital en cas de d6c6s. 

Un exemple - -  calqu6 sur la situation tlrae de la prat ique d 'une  calsse de 
pension - -  montre  en partmuher que (du morns pour  cet exemple) les 
r6assurances en excess-of-loss et en stop-loss n 'on t  que peu d'effet  sur la 
probabdll~ de fume du portefeullle, par contre  un effet tras marqu6 sur 
l ' amphtude  d 'une  rume 6ventuelle (chose assez compr6henslblel)  D 'au t res  
exemples en cours d '61aboratlon r6v6lent les m6mes caract6nstlques.  Cette 
consta ta t lon parle alns~ en faveur de l 'exlenslon de la mesure class~que du 
risque par sa probablht~ fi uric mesure falsant mtervemr  ~galement I ' amphtude  
de la rulne, un ~16ment qm a son polds dans l 'est~matmn objecuve et subJective 
du risque 

Ce m6me exemple enfin - -  comme  d 'aut res  non pubh&s icl - -  r~v&le une 
certalne stablht~ de I 'esp&ancc math6mat lque  de I ' amphtude  de la rulne au 
cours du temps dans un horizon fi moyen terme, m~me une tendance fi 
converger  Iorsque l ' honzon  du temps s'61olgne de plus en plus. Ce dermer falt 
m~nte qu 'on  en poursulvre l'6tude. 

Lausanne,  le 6 d~cembre 1991 
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