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ABSTRACT 

Instead of  determining for a fire insurance portfolio the loss distribution purely 
based on the claims experience, we try to determine it based on the sums 
insured. 
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INTRODUCTION 

Au lieu d'estimer, sur la base unique des sinistres, leur loi de distribution, on va 
essayer de le faire sur la base du profil du portefeuille qui les g6n6re. 

En Assurances Di~c6s, s'il n'y a pas de relation entre le capital garanti en cas 
de d6c6s et I'~.ge de I'assur6, les sinistres sont distribu6s comme le sont tes 
capitaux assur+s. 

En Assurance Dommages, ce n'est g~n&alement pas le cas. 
Par exemple, si les risques assur6s d'une compagnie sont distribu/~s sur une 

loi de Pareto tronqu6e au plein de souscription, que la distribution des taux de 
dommages vi~rifie certaines propri6t6s acceptables, alors les sinitres ne sont pas 
issus d 'une distribution tronqu6e de Pareto. 

CADRE DE NOTRE ~TUDE 

Les hypothSses utilis6es sont celles implictement admises pas les ri~assureurs: 

- -  Le portefeuille assur6 comprend N risques ( R i ) i =  l . . . .  N de valeurs assur6es 

( g i ) i =  I . . .  N .  
- -  Le portefeuille est stable dans le temps sur les m derni6res ann6es (nombre 

de polices par tranche de capitaux assur/~s) et pour i'ann6e m + 1. 
- -  Pendant chacune de ces derni6res ann+es, et pour l'ann6e m +  | ,  pour 

chacun des N risques: 

• Si ( s i j ) j =  1 . . . .  i d6signent les n~ sinistres sur le risque i, p (n  i = o ) =  
exp ( -  Pi) = exp ( -  p) 

• Vt dans [0, 1], Vi, Vj, p[(si j /Ki)  _< t] = T ( t )  ne d6pend pas de i et d e j .  
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• T e s t  une fonction continue sur [0, I], d6rivable sur [0, 1] strictement 
croissante sur [0, 1] 

• ni suit une Ioi de Poisson de param6tre p. 
• Les sinitres survenant sont ind6pendants les uns des autres. 

N.B.." Les hypoth6ses sur la fonction de distribution T de taux de dommages.et 
sur la fr6quence p sont assez restrictives. 

On pourrait,  sans trop de difficult6s, les rendre moins contraignantes en 
6crivant que les risques i souscrits se caract6risent ainsi: ils sont issus d'une 
communaut6 M de risques I pour lesquels nous avons: 

1. Vi, n I suit une loi de Poisson de param~tre Pl. 
2. Vi, Vj, Vt, p([siJKt] _< t) = Ti( t)  ne d~pend que de I. 
3. II n'y a pas de correlation entre Pl et Kt, d'une part, entre T t et Ki d'autre 

part, ou encore: 

V(a,b) a < b, 

EM(pl/[Kt E [a, b]]) = p ne d~pend pas de [a, b] 

EM(Tt(t)/[Ki ~ [a, b]]) = T(t )  ne depend pas de [a, b] 

Alors, toutes les espbrances ~crites par la suite subsistent; elles sont des 
esp6rances d'esp6rances conditionnelles. 

Les contraintes ainsi expos6es n'alt~rent en rien la latitude d'acceptation de 
l 'assureur ni son niveau d'acceptation, notamment Iorsqu'il y a beaucoup de 
coassurance. 

PROBL~ME 

On cherche fi d6terminer la loi Lx du nombre de sinistres sup(~rieurs fi x. 
Montrons,  dans un premier temps, que L x est une loi de Poisson dont il 

suffira de connakre la moyenne Lx (E. STRAUB, 1971). 

• Pour un risque i, 

Lix suit une Ioi de Poisson de param6tre p 

- -  C'est 6vident s i x  > Ki. 

- -  S i x  <_ Ki, alors: 

p[L,x = n)] = () ,' (x)- E +~ J e x p ( - p ) J !  T Ki I - T  
j = n  ~ll 

= exp ( - p )  
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= e x p ( - p ) e x p l p T ( ~ i l ] I P I I - T ( - ~ ) ] ] n ~ .  t 

:exo[ ?(1 ~(~1 )13[,[, ~(~)Jl'~ 
Pour chaque risque i, 

[ E ( x)ll Lix suit une Ioi de Poisson de param~tre p 1 -  T rain l , -~i  

Lx = E La" Les Li~ &ant ind~pendantes, 

Lx suit une loi de Poisson de param~tre 

zl [ (~)11 p 1 - T  rain 1, = L.~= L ( x )  
I 
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L'APPROCHE DES RI~ASSUREURS 

Pour  ~valuer le coat  d ' une  couver ture  en exc~dent de sinistres, l ' assureur  et le 
r6assureur ont besoin de connaitre L(x ) ,  I'esp6rance math6matique du nombre 
de sinistres sup6rieurs fi x. Pour cela, on va passer du cas discret 6voqu6 
pr6c6demment au cas continu. 

Ainsi, la prime pure requise pour une couverture A xs B est-elle: 

• A+B alL(x) 
e = A L ( A + B )  - ( x - B )  dx 

,JB dx 

• Distribution des capitaux assures: 

• On supposera que les risques sont distribu6s en montant,  sur une loi de 
Pareto de param6tre a pour K > c, c ~tant fix6. On montrera,  sur un 
exemple en annexe, que cette hypoth~se est acceptable. 

De la connaissance de la valeur certaine No, nombre de risques sup6rieurs fi 
c, on estime Nx: 

~x:~c(C) ~x 
Si, lors de I'estimation, ci est non blaise, alors ~ r  surestime en moyenne Nx. 

En effet, Arx = N~ avec E(e) = O. 
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E I ( ~ ) ~ t  = E ( e x p  ( e l n ~ . ) )  > - e x p I E ( e l n ( ~  ) ) ]  = 11 

Calcul de L(x)"  

L ( x )  = p I - T  
du 

du 

~x c~ p l l  

(x) 
Nc ~ pxt  - u du 

apr6s int6gration par partie. 

Par ailleurs L' (x)  = -c~ N c -~- i -  p[I  - T(I)] - p~ Nc - ~ - t  
A" 

du 

soit L' (x ) = - -- L (x ) ou encore L (x ) = x -~  a" L (a), V a > c 
X 

(t d6signe la d6riv6e de T). 

On rappelle ici que, si F(x)  = f ( x ,  u) du, et que la diff6rentielle d f d e f  
¢ 

existe, alors F '  existe et F' (x )  = f ( x ,  x) + fx  ~ f ( x ,  u)du. 
J c ~ X  ' 

InfarCt d'une telle formule : 
T et p existent mais sont inconnus. On va revenir fi I'exp~rience du pass~ et 
estimer : 

L(a) par /_] (a)= 
nombre de sinistres survenus sup6rieurs fi a en rn ann6es 

m 

m t l  

m 

pour  tout a >_ c. 

On choisit a ie plus faible possible pour minimiser 
tT[L(y)] l 

L ( y )  x / L ( y )  
On prend donc a = c. 
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En effet, l 'erreur relative sur L(x) est d ' au tan t  plus faible qu 'es t  faible 
l 'erreur relative sur L(a) .  

(a[L(y)] d6signe l '6cart type de Ly). 

Tarification : 

- -  Fr6quence de sinistres sup+rieurs 5. B: 

- -  Cofit moyen d ' u n  sinistre d'xs. 

Cofit moyen d 'un  sinistre sup(~rieur fi B:  pour  ~ > I 

i 
+ o o  

cm(B) = (x-  B) dF~(x)/[l -F~ (B)] 
B 

i 
+oo 

= [ I -  F, (x)] dx/[l- F, (S)] 
B 

i 
+oo X - ~  

- -  d x / [ 1 - F ~ ( B ) ]  - 

B a - a  

B 

c t - i  

- -  Cofit moyen d 'un  sinistre d'xs: 

c,. (a,  B) = c., (B) - 
1 - F ~ ( . 4 + B )  

l - F, (g) 
c.,(A + B) 

_ ,  
o~-1 o~-1 ~ 

- -  Est imation de la prime pure requise:  

1~ = mc (~)~ B II - ( B )~-1 --o~-1 

Cette formule reste vraie pour  0 < ~ < 1. 

I1 suffit d'6crire 

A + B  

[1-F~(B)ICm(A'B) = I (x-B)  dF'(x)+A[1-F~(A+B)] 
B 

Pour  ct = l 
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P - m c  c B lim B ~-o --a - ( B ) ~ + B =--clnmCm (-~-~-~-) 

Le grand avantage de cette formulation r6side dans la disparition de p e t  
de T. 

Le r6assureur ne peut estimer p car il ne connak que les sinistres 
sup6rieurs 5. un certain seuil s, qu'on a suppos6 ici inf/~rieur 5. c. Pour ies 
m6mes raisons, il ne peut estimer T. 

Afort ior i ,  dans l'hypoth6se d'h6t6rog6n6it6, on ne peut estimer Pi et T, 
pour chaque i, d 'autant  plus qu'on ne connait pas les fonctions de 
structures de (p) et (T). 

CRITIQUE DE LA MfETHODE 

On a suppos6 que T existait, mais &ait inconnue (si T 6tait connu, L(x) le 
serait imm~diatement. 

Des fonctions T circulent chez les r6assureurs, sans qu'ils sachent bien 
lesquelles utiliser. 

La m6thode pr6c6demment d6crite a l'6norme avantage de ne pas requ6rir la 
connaissance de T. 

Malheureusement, elle pr6sente un 6norme d6faut. L(x) est calcul/~ en 

6crivant N x = N c pour tout x et m6me s i x  est sup6rieur fir F, le plein 

de souscription. 
Or N~ = o pour y > F. I1 nous faut donc, au mieux, utiliser une Ioi de 

Pareto tronqu6e au point F. On supposera donc que toute la densit6 de risques 
sup6rieurs 5. F, suivant I'hypoth~se paretienne, est concentr6e en F, apr6s 
d6gagement par exemple en Facultatives proportionnelles. 

Ainsi, L ( y )  IF -dNu I ( Y ) ?  (~)c~ I ( ~ ) ]  = --  p 1 - T  - du+ N c p I - T  
y du u 

= L ~ ( y )  + L 2 ( y )  

En int6grant par partie, 

L](y) = dN~(y)p I - T  + - t(y/u) du 
du y y du u 

S = -or p - - t  du 
y u 2 
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soit --Yot L'l(y) = -L , (y ) -N~  ~ p I - T  -~ 

En posant  Ll(y) = O(y)y-~Nc p 

O'(Y) L](y) - - - - L l ( y )  -- - L,(y) 
O(Y) Y 

E soit O(Y) -- O(F)+~ I u~-I l -  
y 

(u)] T ~  du 

La condi t ion O(F) = 0 [car L(F) = 0 puisque T(u) = I =~ u = 1] nous indi- 
que que:  

L,(Y)= ~II~iuC'- '[1-T(F)]du]y-C'Nc(F}c 'P 

et 

L(y) = [ I I i u  ~- '  [ , -T (~)]du]o~y-~+ [ I - T ( - ~ ) ] ]  N c ( - ~ ) a  

Exemple:  Prenons  
- -  at = 2 p o u r x >  I M F R F .  
- -  t(u)= 1 sur [0, 1] 
- -  p = 1%o; 10.000 risques de valeurs assur6es > 1 M FRF.  
- -  F =  1 0 M F R F .  .[ ((,0)°)]( 

L ~ ( y )  = - p - -  10.000 - -  1 - du 
y du u 

= 10 ,3 [  1 1__ + 2 y ]  
3y  2 F 2 3 F  3 

On a suppose 10.000 risques > I M FRF.  Or, on n'en d imombre  ici que 
9.900 = 10.000 x F~ (10 M FRF) .  

Supposons,  au pire, que ies 100 risques ~ manquants~) se situent en F comme 
on l'a fait pr6c~demment.  
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Aiors L (y ) ,  esp6rance du nombre de sinistres sup6rieurs 5. y ,  s'6crit" 

L(y) = Li(y)+[I-F=(F)]Ncp[I-T(~)] 

Pour notreexemple, L(y)=Ll(y)+O,l[I-~] 

TABLEAU RECAPITULATIF 

L(x) L~ (x) t(x) (2)/(I) 
x (1) avec troncation (2) 

1.000.000 3,3 3,2 3,3 -~ 100 % 
2.000.000 0,83 0,74 0,82 98,7 % 
3.000.000 0,37 0,29 0,36 97,3 % 
4.000.000 0,21 0,14 0,20 95,2% 
5.000.000 0,13 0,06 0,11 85 % 
6.000.000 0,093 0,033 0,073 78 % 
7.000.000 0,068 0,015 0,045 66 % 
8.000.000 0,052 0,006 0,026 50 % 
9.000.000 0,041 0,001 0,011 27 % 

10.000.000 0,033 0 0 0 % 

La prise en compte de la troncation (2) modifie donc la loi de Pareto des 
sinistres (1). Les sinistres ne sont alors plus distribu6s sur une loi de Pareto. 

Intuitivement, cela s'explique par le fait qu'il n'y a pas de g6n6rations de 
risques sup6rieurs fi F pour remplacer ceux qui disparaissent (ceux < x). Cette 
modification peut ~tre d6terminante. 

CONCLUSION 

A travers cet exemple, force est de constater que la connaissance d'un profil de 
portefeuille, d'une esp6rance de sinistres en nombre ft. un seuil suffisamment bas 
pour que I'expi~rience nous en donne un bon indicateur ne suffisent par 
d&erminer une esp6rance (en nombre de sinistres) de sinistres importants qui 
pourraient affecter lourdement le compte d'exploitation d 'un assureur. 

La connaissance de la loi de distribution des taux de dommages des riques en 
portefeuiile s'av+re n+cessaire. 

ANNEXE I 

Est imat ion  de a 

I er COS 

Les valeurs assur6es des J risques K i ,  K 2 . . . .  Kj des risques sup6rieurs 5. c sont 
connues. 
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La vraisemblance V ( K i ,  K2,  . . .  Kj, e) de notre (~chantillon s'(~crit : 

iH] c x 1 V = (X ~ = O~Jc ~tJ K i 

.= L i = l  

nous obtenons: & - 

F- 
En maximisant le logarithme de V, l- ~ [In V ( ( K i )  , ~)] = 

J 

- - O n  peut montrer que & est asymptotiquement 
RYTGAARD, 1989). 

- -  & est une fonction continue de (Ki . . . .  K j). 

0] 

non biais6 (METRE 

2 e cas 

On ne conna~t, en g~n6rai, que le nombre de polices par tranche de capital 
assur6, pour les risques sup+rieurs ~. c. 

Num6ro Nombre 
Tranche de tranche de risques 

A o -  A i  I n 1 

A i -  Ai+t i +  I hi+ I 

A m - 1 - + oo m nm 

E N 

On va proc6der par 6tapes pour estimer & en utilisant la continuit6 de ¢: 
( K  t . . . .  K:) ~ & ( K  1 . . . .  Kj)  = O ( K n , . . . K j )  en utilisant I'estimateur du 
Khi-deux minimum, par l 'algorithme de NEWTON-RAPHSON. 

Premibre btape 

On r~partit dans chacune des tranches les risques uniform+ment. 

Pour i < m, les ni risques valent B~ = A i_l + j ( A i - A i - O .  
ni 

Pour i = rn, les nm risques valent A m _  I .  

Pour j = 1 ... nj.  

On en d6duit &n, puisqu'on s'est ramen6 au premier cas. 
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Deuxi~me btape 

On calcule, sous l 'hypoth~se,  ~ = fit, les fr6quences th+oriques de chacune des 
m tranches de capital a s su re  

P o u r j  = 1 . . . m ,  P,h,(~l) = F~,(Ai)-F~,(Ai-t) avec A m = + o o  

Troisi~me btape 

On ~crit ~2 = ~l +e .  
&2 dol t  ~tre un meilleur est imateur  que &t. e dolt  &re (< petit >> compte  tenu de 

la continuit6 de O. 

On 6crit alors Pth,(&2) = Pth,(&t)+e OP°'' (~l), au premier ordre. 

Quatri~me btape 

On cherche d minimiser G(x), avec 

G(~i2) = P,~,(~2)_ __n~ P,h,(~2) 
i = l  N 

= A (&,)+EB(&,),  au premier ordre. 

A (a,) 
O n  e n  d 6 d u i t :  &2 = &l - - -  

B(al)  

Avec : 

A(a,) = G(a,) 

~ ~Pth B(aj) = __aG (~,) = _ ~ z  (~,) 
~ 0 ~  i = l  P,h,(&O Pth,(&l) 2 _J 

Ai-l ~ Ai ] 

et (e) = l n - -  x 
~cz Ai- i  

lnAO (Ao)  - -  - -  X 

A, 

On r6it6re 6ventuellement le proc6d6 en substi tuant  ~2 d czl et ainsi de 
suite. 
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Ce t  a l g o r i t h m e  a des  chances  de  c o n v e r g e r  sous  I ' h y p o t h 6 s e  d ' u n e  a d 6 q u a -  
t ion  pa r fa i t e  fi une  loi de  P a r e t o  de  p a r a m & r e  ~ .  

En  effe t  : 

G(0%) = o 

G '  (~Zc) = o 

G"(~z~) = 2 ~P,h, ( ~ )  x > o 
i= i 1_ °~c Pth(c~c) 

G (~.)  (~ .  - ~c) 2 [ G "  (~c) + o~ (~ .  - ~c)] 
0 ~ n +  I = 0C n - -  _ _  - -  0~ n - -  

6 '  (~.) 2 (~. - ~ )  [6"  (~) + 02 ( ~ . -  ~)] 

avec  O l ( X ) - - , o  et o 2 ( x ) ~ o  l o r s q u e  x ~ o  

N o u s  a v o n s  d o n c :  

I '  1 ~ . + i - c %  = ( ~ . - ~ )  1 - - -  + o 3 ( ~ . - ~ z c )  a v e c  o 3 ( x )  ~ o Io r sque  x ~ o .  
2 

1 I 3 
P u i s q u e  I - - , d a n s  un v o i s i n a g e  de  ~c, I ~ , , + l - ~ c l  < - [~n-¢zcl 

2 2 4 
on  

en d6du i t  q u e  ~ .  --* ~ ,  l o r s q u e  n ~ + oo, si ~ est s u f f i s a m m e n t  p r o c h e  de  ~ .  

A p p l i c a t i o n  n u m ~ r i q u e  

Elle se fera  sur  le po r t e f eu i l l e  l n c e n d i e  ( R i s q u e  S imples )  d ' u n e  c o m p a g n i e  
d ' a s s u r a n c e  a l l e m a n d e .  O n  ne c o n s i d 6 r e r a  ici q u e  les r i sques  sup6r ieurs  fi c = 5, 
I 'uni t6  m o n 6 t a i r e  & a n t  ici occul t6e .  

Tranche Nombre de risques 

I - 5 2.520 
5 - I0 700 

I0 - 20 514 
20 - 50 517 
50 - 100 284 

I00 - 200 200 
200 - 500 203 
500 - 1.000 I 15 

> 1.000 289 
Z 5.342 
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Nombre d'it~rations 

I 0,415 
2 0,392 
3 0,410 
4 0,350 
5 0,380 
6 0,399 
7 0,421 
8 0,403 
9 0,441 

10 0,420 
I 1 0,401 
|2 0,429 

Observons par  ailleurs G ( a ) N .  

G(0,38) N = 30,16 G(0,40) N = 10,07 G(0,42 ) N = 13,21 
G(0,39) N = 17,t5 G(0,41) N = 8,79 G(0,405) N = 8,71 

G(0,415) N = 10,29 

Si l 'on teste l 'hypoth~se d 'ad~quation de la distribution des capitaux assur6s 
une distribution de Pareto de param~tre a = 0,405 par la loi du Khi-deux, 

nous avons x~9_l_0(U)  = JcTZ(U) = 95% implique U = 14,1 
Or 8,71 < 14,1 ; on peut donc accepter l 'hypoth6se paretienne avec un seuil 

de tolerance de 5 %. Cette m6thode du Khi-deux minimum nous donne m~me 
le seuil critique, si on le souhaite. 

ANNEXE 2 

I1 n'est pas toujours ~vident de trouver un portefeuille, comme celui qu 'on vient 
de d6crire, qui se prate ~, un ajustement des capitaux assur6s sur une 
distribution de Pareto. 

La question, ici, est de savoir pourquoi ces lois sont souvent prises en 
r~f6rence. 

On part  d 'un principe bien simple: l 'esp~rance du nombre de sinistres 
charge dolt ~tre proportionnelle au nombre de risques exposes. 

Les lois de Pareto (malgr~ ia r~serve importante  qu 'on a 6mise pr6c6dem- 
ment) sont solution. 

L ' ( x )  N '  
On a vu, en effet, que - - -  - soit encore L ( x )  = k Nx .  

L ( x )  N x x 

Montrons  que ce sont les seules solutions de ce probl6me, pour toute loi 
T(t). 

L'(x) W.~ 
On a L ( x )  = d N,, soit 

L(x) Ux 
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C o m m e  c x, 

N~ ~-~ t - du 
X U 

- -  x -  t du ,  
L '  ( x )  = x du u 

n o u s  a v o n s  

0 = L ' ( x ) - L ( x ) ' "  ~ = t x -  N~ - -  N,, du 
Nx  x u u Nx_ j 

Cette 6galit6 est vraie pour  toute fonction t .  

N~' x N x k 
N o u s  avons  donc  - - 

N ,  u N x u 

N, suit donc  bien une distribution de Pareto de param~tre - k .  
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