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ABSTRACT 

We consider particular semi-Markov risk models M / S M  and I ~ / S M  for which 
the interarrival distributions are exponential with parameters depending of the 
risk type. We obtain theoretical expressions for the ruin probabilities on an infinite 
horizon. 

In the special case of exponential distribuuons for the claim amounts, rum 
probabilities are to both models solutions of linear differential systems. These 
systems are exphotly solved when there are only two risk types. 

I. MODELES CONSIDI~RF.S 

En suivant la terminologle de JANSSEN (1982), nous consid6rons essentiellement 
les modules M / S M  et M / S M  eux-m~mes cas particuher du mod61e S M / S M  
d6fini comme suit: I = { l , . . . ,  m} repr6sentant l'ensemble des m types de sinistres 
possibles, l'id6e de base est de supposer que si ( J . ) . ~ ,  ( Y.).~i, (X.) .~i  repr6sen- 
tent respectivement la suite des types successifs, la suite des montants successifs 
des sinistres et celle des interarrlv6es, nous supposons que 

(1.1) P[J,,=j,X,,<~x, Y.~yl(Jk, Xk, Y k ) , k < ~ n - l ] = Q j . _ , j ( x , y )  

en admettant que Jo=Jo, Xo = Yo=0, j0 c L 
La matrice Q ( . , . ) =  (Q~( . , - ) )  est une matrice de fonctlons de masse nulles 

en dehors de R + ×1/~ + et telle que la matrice P = Q(+co, +oo) est une matrice de 
probabilit6 de transition, en fait celle de la cha~ne de Markov (J,). 

Le module M / S M  correspond au cas ofa: 

(I.2) 

avec  

Q,~(x, y) = p,j AF,(x) OR(y) 

( I .3)  a E ( x )  = r/o, X < 0 ,  

1 -- e -a~x, x I> O. 

Dans ces conditions, le processus des arriv6es de sinistres est un processus de 
Markov homog~ne continu dans le temps ayant I comme espace d'~tats. Le 
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module M ' / S M  est une variante du pr6c6dent pour lequel 

Qv( x, Y) = Pu AFj (X)  BFj ( y )  (1.4) 

off 

(i.5) AF/x)= {~, - x<0, 
e -~F, x i> O. 

I1 semble plus ad6quat en effet de faire d6pendre la distribution de I'interarriv6e 
entre 2 sinistres successifs plut6t du sinistre qui suit que de celui qui precede. 

D~slgnons par 

Io (1.6) aj = x AdF~(x), 

(1.7) b, = y ndF~(y), 

ces moyennes conditionnelles &ant suppos~es finies. De plus, nous ferons toujours 
I 'hypoth6se que le taux de prime par unit6 de temps vaut 1 et ceci sans perte de 
g6n6ralit6 6tant donn6 I'arbltraire laiss6 sur les moyennes aj et bj, j ~ L 

Enfin, ia matrice P sera toujours suppos6e ergodique ce qui implique l'existence 
d 'une distribution stationnaire unique H = (I-I~, . . ,  H,,). 

D(~signons, pour tout i ~ / ,  par R , ( u )  la probabilit6 de non-ruine, partant en 
t = 0, juste apr~s l'arriv~e du sinistre du type i ayant, apr6s r6glement de ce 
sinistre, une r6serve initiale de montant u (u > 0). 

II est bien connu que 

(1.8) lim R , ( u ) =  1 
u~eO 

ssi 

(i.9) zn,%,<zn,%, 

off pour le module M / S M  

(I.10) Bn, = ~ pvbj, An, = a , 
) 

et pour le module M ' / S M  

(I. 1 l) %,  = E p,jbj, AT, = Z p,ja~. 
.I 3 

Nous travaillons d6sormais en supposant  la condition (I.9) remplie. Pour les 
deux modules, on voit ais(~ment que (1.9) est 6quivalent ~: 

(t 12) Z n,b~ < Z n,a,. 
3 1 
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2. TRAITEMENT DU MODELE M / S M  (JANSSEN, 1982) 

Pour simplifier les notat ions,  nous posons  

(2.1) ; F , ( . )  = B~(.). 

Un ra i sonnement  probabi l is te  616mentaire condui t  au r6sultat SUlvant: 

(2.2) R , ( u ) =  ~ p,, ~t,e-A,'dr Rj(u+~--x) dBj(x), tel .  
J ~ l  0 

En effectuant le changement  de variable u + r = ~, il vient. 

;i Io (2.3) R,(u) = ~ A,p,j e -*'(~-~) d E Rj(~-x)  dBj(x) 
j o l  

ce qui prouve  la diff6rentiabilit6 des R,(u). La diff6rentiation donne:  

fo (2.4)  g:(u)=,~,g,(u)-,~, E p,~ g~(u-x) de~(x), ,el. 

De fagon g6n~rale, en ddstgnant par  C la t ransform6e de Laplace de la fonct ion 
C: 

fo (2.5) C ( s )  = e-"C(t) dt, 

le syst6me pr6c6dent prend la forme: 

(2.6) sl~,(s)+ A, ~ [p,,bj(s)- 6,j]/~j(s)= R,(0) 
)=1 

o~ 

Posons maintenant :  

(2.7) 

(2.8) 

bj(s) = _ e -'x dBj(x) 

A = (A,av), 

b(s)=(6,jbj(s)). 

Si l~(s) repr6sente le vecteur-colonne des R , ( s ) ,  i =  l . . . . .  m e t  R(u) celui aes 
R,(u), le syst~me (2.6) devient: 

(2.9) s (  I -  A ( ! -  l~b(s)) ) l~(s) = R(O). 

On v6rifie a ls6ment  que la matr lce 

(2.10) .4(s) = A ( I  - Pb(s)) 
S 

tend vers la matr ice nulle Iorsque s tend vers oo; par  consdquent .  
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(2.11) 

Posons 

(2 12) 

II vient 

(2.13) 

J A N S S E N  A N D  R E I N H A R D  

(I--,~(S))-': ~ (,~(S))". 
n - - 0  

A(t)= ~-'(.4(s)).  

A(t)= A( I -  PB( t)) 

o6 B( .  ) est la matr ice d iagonale  dont  les 616ments d iagonaux sont Bj(.)= Nous  
avons ainsl la forme explicite de la t ransform~e de Laplace  inverse de (I - A(s)) -~ 
par  

(2.14) . c P - ' ( l - A ( s ) ) - ' =  ~ AC")(t) 
n - 0  

A(")( • ) repr6sentant  la n 'eme convolu6e de la matrice A( .  ): 

(2.15) A(°)(t)=l(t),  A(')(t)=A(t),  

(2.16) a(")( t )=Q~tf~a( ,~- ' ) ( t -u)A~k(V)dv) ,  

En revenant  au syst~me (2.9), il vient: 

( I o )  (2.17) e(u)= E A~"~(t) at e(0) 
n - - 0  

la valeur  de R(0) resultant  du fait que, par  (1.8): 

(2.18) lim R(u)= l 
u ~ c o  

S i m  -- I, on retrouve le r6sultat suivant: 

(2.19) 

06 

(2.20) /~(u) = 1 - B(u) .  

En faisant tendre u ~ oo, il vient: 

(2.21) R ( 0 ) =  l +  A"b" 
- I  

(2.22) = I - Ab 

b 6tant la moyenne  relative ~ la Ld. B(.).  

n>~2. 

R(u)= I+ A" t~lm(t) dt R(O) 
n - - I  
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3. TRAITEMENT DU MODELE M ' / S M  

Montrons d'abord que pour un tel mod61e le processus 

(3.0) ((J,+,,X,, Y,), n>~O) 

v6rifie encore (1.1); en effet, on a: 

(3.1) P[J,+,=I,X,~x,  Y,~-yl(Jt+,,Xt, Yt),l<~n-l,J~=k] 

= Pk, aFk(X) "Fk(y) 

D6signons par ,q,(u) les probabihtgs de non-ruine relatives au noyau (3.1). II est 
clair que 

(3.2) R,(u) = E PvRj(u) • 

II suffit done de calculer les probabilit6s /~(-)  pour en d6duire les probabilit6s 
R,(u) cherch6es. 

Un raisonnement analogue 5. celui fait ?~ la Section 2 donne: 

fo o io (3.3) /~,(u) = ~ p,j h,e-X,Tdr t~,(u+r-x)  dB,(x) 

En effectuant le changement de variables u + r = ~, il vient 

Io o fo (3.4) /~,(u) = ~  X,p,j e -"'(e-") dE l~(~-x)  dB,(x) 
J 

ce qui prouve la diff~rentiabilit6 des R,(u). La diff6rentiation donne: 

Io (3.5) /~:(u) = A,/~,(u)-A, ~ p,j /~j(~- x) dB,(x) 

systgme analogue au syst~me (2.4) et qui se traite de la m ~ m e  fa~on.  En passant 
aux transformges de Laplace, on obtient: 

(3.6) 

Posons maintenant 

(3.7) 

(3.8) 
Le s y s t ~ m e  (3 .6)  dev i en t  

s (I (3.9) 

expression analogue ~ (2 .9) .  

s,((s)+A, ~. [p,~b,(s)-8,A,qAs)= ~,(0) 
J=l  

A = (~,6,~), 

b(s)=(6,,bj(s)). 

A(I --s bP)) 1~ = t~(0), 
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P o s o n s  

(3.10) A(s) A(I-bP)  
s 

tendant g nouveau vers la matrice nulle Iorsque s tend vers +co; par consrquent: 

(3.11) (l- .~(s))- '= ~ (A(s))". 
n = O  

Posons 

(3.12) _A(t) = LP-' (_A(s)). 

II vient 

(3.13) A(t)=A(I-B(t )P) ,  

o6 B(.  ) est la matrice diagonale dont les 616ments diagonaux sont B~(. ). II vient 
ainsi: 

(3.14) ~-l(l-_A(s))-t= ~ _A(")(t) 
rl--O 

les convolures successives de _A(t) 6tant drfinies par des relations identiques 
(2.15) et (2.16). 

En revenant au syst~me, il vient: 

(3.15) ,q(u) = (n~0 I ;  _A~)(u)dt)I~(O) 

/~(0) 6tant drfinie par la relation (2.18). 
Evidemment, le cas particulier m = l redonne (2.19) puisque dans ce cas, ies 

matrices B( . )  et P commutent. 
Cas particuher: 

(3.16) bj(x)=lx~e -~/' oh izj=b71, j = l , . . . , m .  

Dans ce cas, les relations (3.5) deviennent: 

fo (3.17) I~:(u)=A,I~,(u)-A,~p,j l~j(x)ix, e-"'("-X) dx 

d'ofa I'existence des drrivres secondes des fonctions R,(. ) qui se mettent sous la 
forme: 

[Io ] (3.18) t~:'(u)=A,t~:(u)-h,~p,, - ~,Zl~,(x) e-"'("-X) dx+ l~,(u)iz, 

(3.19) = A,R; (u) -  ~ , [A, /~, (u)- /~;(u)]-  A,/z, E P, jR~(u). 
g 
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On voit ainsi que les fonctions /~ ( .  ) , . . . ,  Rm(" ) satisfont le syst~me diff6rentiel 
du second ordre fi coefficients constants:  

(3.20) l~','(u)=(A,-i.~,)l~',(u)+ Z,tz,t~,(u)-Z,tz,~p,jR,(u). 
J 

Si rn = i, on retrouve 1'6quation 

(3.21) R"(u)'" (a - u)R'(u) 

discut6e dans GERBER (1979). 
L' int6r& de (3.20) est de mettre la solution g6n6rale sous la forme d 'une  

combinaison iin6aire en g6n6ral b. coefficients constants de 2 m exponentielles 
n6gatives ce qui est d ' un  grand int6r~t, comme les ddveloppements  ci-dessous le 
montrent ,  pour  l 'obtent ion de r6sultats num6riques.  

REMARQUE. (3.3) se met encore, grRce & (3.2) sous la forme: 

(3.22) /~,(u) = A, e-X,~dr R , ( u + r - x )  dB,(x) 

relations " inverses" de (3.2). 

4. LE CAS EXPONENTIEL 

NOUS montrons  que Iorsque les distributions des montants  de sinistres sont 
exponentielles:  

(4.1) Bj(x)= l-e-X/b,, (x~>O,je l) 

le calcul des probabilit6s de non-rume pour  chacun des deux modules trait6s 
ci-dessus se ram~ne h la r6solution d 'un  syst~me diff6rentiel lin6aire du deuxi6me 
ordre. Nous  donnons  explicitement la solution de ces syst~mes dans le cas 
particulier rn = 2. Nous  supposerons  cons tamment  la condit ion (1.12) satisfaite. 

4.1. Le ModUle M / S M  

4.1.1. Sous la condit ion (4.1), on peut r66crire (2.4) comme suit: 

(4.2) Rl(u) = A,R,(u) = A, ~ p~ Rj(y) e -~u-y)/b, dy 

d'of~ l 'on d6duit par une nouvelle d6rivation 

(4.3) R','(u) = A,R ' , (u ) -  A, E P,~ ~- Rj(u) 
J uj 

'Io + ~, ~ p,/~ g~(y) e-'-'~/bJ dy. 
v 1 

On ne peut ramener  directement  ce syst~me d '~quat ions int~gro-ditI~rentielles/t 
un syst~me diff6rentiel. Cependant ,  on peut, pour  se ramener  /l un syst~me 
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diff~rentiel utiliser I'artifice suivant. Soit L~(u) la probabilitO de non-ruine 
asymptot ique  juste avant I 'arnv~e d 'un  sinistre de t y p e j  si le montant  des r6serves 
libres avant ce sinistre est u. Ces probabilit6s sont li~es aux R,(u) par les relations 

(4.4) R,(u)=~p o A,e-a,'Lj(u+t) dt, (u~>O, le l ) .  

Un ra isonnement  probabiliste classique montre  par  ailleurs que les probabilit6s 
Lj(u) v6rifient les relations 

Io o (4.5) Lj(u) = e -x/b, Aj e-~/ 

x ~ pjkLk(U+t--x) dtdx, (jEI, u~O) 
k=l  

ou encore en posant  u - x  = z: 

io (4.6) Lj(u) = e -("-z)/b Aj e -a/ 

x ~ p~kLk(Z+t) dtdz, (j~I,u~>O). 
k = l  

D6rivons les deux membres  de (4.6) par r appor t / l  u et posons ensuite u + t = v. 
I! vient: 

_ ~ f  ~ J (4.7) L~(U)-bj u e-a't°-~)~pJkLk(V)k dv-~L~(u),  (je I, u~O). 

D6rivons une nouvelle lois ies deux membres  de (4.7) par rapport  ~ u ; on obtient 

(4.8) Lj'(U)-----~2~k l f f  - Aj2~, e-^~ (~-~) 

×~ pjkLk(V)dv-~ L;(u), (j~ l,u t>0) 

ou encore en r~utilisant (4.7): 

b~ 

Le syst~me ditt~rentiel lin~aire (4.9) doit ~tre r~solu avec les condit ions aux bornes 

(4.10) Lj(O) = 0 ,  L~(eo) = 1, ( j e  I )  

la deuxi~me de ces condit ions resultant de (1.12) et (4.4). 

4.1.2. Consid6rons  le cas particulier off m = 2  et off P~2"P2t > 0 (cette derni~re 
condit ion resultant d 'ad leurs  du fait que la matrice P e s t  suppos6e ergodique).  



P R O B A B I L I T E S  D E  R U I N E  131 

Le syst6me (4.9) pr6sente alors la m~me structure que le syst6me rencontr6 
dans REmHARD (1984): 

(4.11) t L'((u)+(-~I-A')L'(u)-~L'(u)+~IzL2(u)=O' 

L~(u) + ( ~ 2 - A 2 ) L ~ ( u ) - ~ 2 2 1 L 2 ( u ) + ~ C L  L, (u)  = 0. 

Posons 

(4.12) p , -  -A,  , (t = 1,2) 

et supposons  sans restriction p~ >~P2; on a alors, vu (1.12), p~ >0 .  
La solut ion g~n~rale de (4.11) est donnfie par 

I Ll(u)= Ao+ Al ek'" + Az e~U + As e %" 
(4.13) (L2(u)=Ao-D(kz)A~ ek'"-D(kz)A2 e~"-D(k3)A~ e%" 
off kl, k2 et k3 sont les racines de l '~quatton du 3&me degr6 

(4.14) 

et off 

(4.15) 

Comme 

A2 Ai ) P(k)=k3+(pt+p2)k2+ plp2--~2p2,--~pl2 k 

X,p \ 
- p , q = o  

b,(k~+p,k,) D(k,) = i, (i = i, 2, 3). 
Ajpt2 

i-ii _ P21 1/12 = Pt2 
pl2+P21 ' pl2+P21 ' 

(1.12) est 6quivalent & 

(4.16) 

Par cons6quent  k~k2ks > 0. Comme 

P(O) < o, P(+oo) = +co, 

Ai 
(4.17) p ( - p ~  ) = ~ p~ 2(p, - p2) ~> o, 

A2 
P(-P2) = '~  P2, (P2 - P,) ~- O, 

A2Pl AlP2 
b2 P21 + - ~  - p l 2 >  O" 

p ( - o o )  = - o o ,  
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P a une racine n4gative, soit k 2 satisfaisant 

(4.18) - P l  ~ k e g  --P2 

et une racine positive, soit k3. On voit finalement que si p~ >/92, la troisi6me 
racine k~ est strictement inf4rieure & - p t .  Si p t = p 2 = p  on obtient la m~me 
conclusion en v6rifiant que P ' ( - p ) <  0. En r6sum4: 

k t < - p l < k 2 < m i n { O , - p E } ; k 3 > O  sipl>p2, 
(4.19) k~ < -/9 = k 2 < 0 < k 3 si Pl =/92 = p. 

La condi t ion Ll(OO ) = L2(oo ) = [ entrMne alors A 3 =0 ,  Ao = I. A~ et A 2 sont alors 
d6termines par la condit ion L~(0) = L2(0) = 0: 

A l + A 2 = - l ,  

- D( k,)A, - D( k2)A2 = - l, 
(4.20) 

d'o~ 

(4.21) 

Finalement:  

I + D(k2) 1 + D(k , )  

A ' - D ( k t ) - D ( k 2 ) '  A 2 - D ( k 2 ) - D ( k l ) "  

1 + D(k2) ek,. + 1 + D ( k , )  
L,(u) = 14 n(~t-) : - ~ - k 2  ) O ( k 2 ) -  O(k,)  e~" 

(4.22) . . . .  I + D ( k 2 )  ek, U 1 + D(k,)  
L2(u) 1 - u U q )  D ~ ) Z ~ - k ~  ) - O ( k 2 )  D ( k 2 ) -  O(k,) e~"" 

Les probabilit4s de non ruine R,(u) peuvent  alors &re explicit4es en utilisant 
(4.4) et (4.22). On obtient:  

~1 ekl u Rt(u)= l +-'-~_k% (Pt t -P ,2O(k t ) )A ,  

Ai 
+ ( P i t - p 1 2 D ( k z ) ) A 2  eke" 

A 1 -- k 2 
(4.23) 

~2 
R2(u ) = 1 +------7- (P21-P22D(ki))At ek'" 

A 2 - - K  I 

~2 
+'7- ' --- ;-  (P2, - P22D( k2) ) A2 e k~" 

A2-x2  

4.2. Le ModUle M' /  SM 

4.2.1. Sous la condi t ion (4.1) le syst6me (3.5) s'6crit 

Io - A' 7y Pu l~j(y) e -("-y)/b' dy, (4.24) l~',(u) = A ,R , (u ) - f f ,  ( i ~ l , u ~ O ) .  






