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PART I 

Two premtum calculation principles by negotiation. Using, as main tools, 
the classical risk exchange model by Borch and 
the bargaining models of Nash and Kalai-Smorodinsky,  

we define two new premium calculation principles, whose main goal is to take 
explicitly into account the attitude towards risk of the policy-holders. Those 
principles are neither additive nor iterative, but they nevertheless possess several 
important  properties: the premium is translation-invariant, it does not depend 
neither on the reserves nor on the portfolio of the company;  it takes into account 
all the moments  of the claim distribution; it is independent of the policy-holder 's 
wealth but Increases with his risk aversion. 

PART II 

Coalitton against an insurance company. While computing the core of this risk 
exchange, we show that it can be of the policy-holder 's interest to coalize in 
order to obtain premium cuts. 

PREMIERE PARTIE: DEUX PRINCIPES DE CALCUL 

DES PRIMES PAR NEGOCIATION 

Le module d '6change de risques de Borch entre plusieurs compagnies d 'assu- 
rances soucieuses d'am61iorer leur situation en formant  un pool de r6assurance 
a fair I 'objet  de tr~s nombreuses publications. Ce n'est que depuis quelques 
ann6es cependant  que l 'on semble s'~tre apergzu que le m~me mod61e pouvait  
~tre utilis6 pour d6crire toute 6conomie d'6change, en particulier le contrat 
d 'assurance simple entre un assur6 et sa compagnie.  Si l 'on suppose que les 
pr6f6rences de I'assur6 peuvent  6tre d6crites par  une fonction d'utilit6 exponen-  
tlelle, et que l 'assureur est indiff6rent au risque en premi6re approximation,  les 
contrats Pareto-opt imaux consistent en une couverture complete du risque, 
moyennant  le paiement  d 'une prime que le crit~re de Pareto-optimali t6 ne 
permet  pas de d6terminer. 

Parmi les dift6rents modules de marchandage pr6sent6s en th6orie des jeux 
et en 6conomie math6matique,  les plus satisfaisants nous semblent  ~tre ceux de 
Nash et de Kalai-Smorodinsky.  Nous allons appliquer ces deux mod61es ~ la 
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n6gociation que constitue la signature d'un contrat d'assurance. Cela nous 
permettra de d6terminer un trait6 uniqt/e sur la courbe Pareto-optimale. En 
d'autres termes, les deux modules de marchandage vont nous permettre de 
d6finir deux nouveaux prmcipes de calcul des primes, principes dont nous 
~tudierons les propri~t6s. 

2. LE MODELE CLASSIQUE D ' ~ C H A N G E  DE RISQUES 

Soient [J1 . . . . .  J , ]  n agents 6conomiques soumis ~t un risque. Jj est caract6ris6 par 
1. sa fonction d'utilit6 u~(x), suppos6e h d6riv6e premi/~re positive et h d6riv6e 

seconde non-positive, et 
2. sa situation initiale JR, ~ (x~)], oh Rj est le montant dont il dispose, et ~ (x , )  

est la fonction de r6partition des d6bours h venir. 
Les agents vont chercher h am61iorer leur situation en concluant un trait6 

~t M 

d'6change de risques :=[y~( . f )  . . . . .  y,(£)], avec ~ _ ~ y ~ ( . ~ ) = ~ j = l x ,  oh 
y~($) = y~(x~ . . . . .  x , )  est le montant pay6 par l 'agent ./~, apr6s 6change, si les 
d6bours pour les n participants s'61~vent respectivement h Xl . . . . .  x,. La sig- 
nature d'un tel trait6 modifie l'6valuation de la situation de J~ de 

oO 

U~(x,) = U~[R,, F~(x,)] = I0 u , ( R , - x , )  dF~(x,) 

e n  

( ;)  = ~0 u,[R, - y, (.f)] dF(~) u, 

ofa 0 est l 'orthant positif de E n et F(.~) la fonction de r6partition de la distribution 
n- dimensionnelle des d6bours. 

Un trait6 ] e s t  dit Pareto-optimal s'il n'existe aucun Y' qui lui soit pr6f6rable, 
c'est-h-dire tel que Uj(~')~U~(~) pour tout j, avec au moins une in6galit6 
stricte. L'ensemble des 6changes Pareto-optimaux a 6t6 caract6ris6 par Borch 
(1960): 

THEOREME 1. g est un traits Pareto-optimal ss'il existe n constantes positives 
k l . . . . .  k.,  telles que, avec une probabilitg 1, 

k , u ; [R , -  y,(.Z)] = k , u i [ R , -  y,(~)] i = 1 . . . . .  n. 

Un tel trait6 est unique lorsque les kj sont fix6s. Sauf cas de d6g6n6rescence 
des ~(xj) ,  il existe une infinit6 de k I conduisant hun trait6 Pareto-optimal, m~me 
lorsque l'on impose la condition de rationalit6 individuelle, qui exige qu'un agent 
n'accepte jamais un trait6 qui d6t6riore sa situation initiale: U1()7).~ U~(x~)Vj. 

La multiplicit6 des solutions provient du fait que dans la d6finition de la 
Pareto-optimalit6 ne figure aucun axiome de partage. La coop6ration permet 
d'accro~tre le bien-~tre global, mais rien n'est dit quant ~ la mani~re de r6partir 
ce b6n6fice entre ies participants. Chacun a int~r~t ~ obtenir une valeur de k~ 
la plus grande possible, de mani6re ~ payer le moins possible. Nous avons une 
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situation o/I les int6r~ts des joueurs sont partiellement compI6mentaires (globale- 
ment, le march6 a int6r~t ~ signer un trait6 Pareto-optimal) et partiellenlent 
contradictoires (une lois la surface Pareto-optimale atteinte, tout gain d'utilit6 
pour un agent ne peut se faire qu'au d6triment d'un autre). 

U2 

Point de / 
d6saccord 

/ 

U, = U~(X~) 

~ ~ e  Pareto-optlmale 

Espace du .leu 

\ 
Uz = U2(X2) 

U, 

Ce module a fait l'objet de nombreuses 6tudes (Biihlmann et Jewell (1979), 
Gerber (1978), Lemaire (1977), Baton et Lemaire (1981) . . . .  ) dans le cas o~ 
les agents ~conomiques sont des compagnies d'assurances d6sireuses de former 
un pool de r6assurance. Ce n'est que fort r6cemment (Moffet (1979), Bardola 
(1981)) que l'on semble s'~tre aper~u que le m~me module pouvait s'appliquer 
au march~ ~ deux agents form6 par une compagnie d'assurances Jl et un assur6 
potentiel J2. 

Gerber (1974a, b), Leepin (1975) et d'autres auteurs ayant mis en 6vidence 
les propri~t~s fort int6ressantes des fonctions d'utilit6 exponentielles du type 

u , ( x ) = l - ( 1 - e - " ~ ) ,  
a 

nous nous limiterons h ce cas particulier. De plus, comme il est 6vident que 
l'aversion au risque de la compagnie est infiniment plus faible que celle de 
I'assur6 (./'2 raisonne en mllliers de francs, Ix en millions) nous pouvons, en 
premiere approximation, representer le comportement de Jx par une fonction 
d'utlllt6 lin6aire. Nous avons donc 

Ix: assureur. R6serves initiales R x 
Portefeuille existant de fonction de r6partition Fl(xl)  
Utilit6 ul (x )=x .  
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./2: assur6. Fortune initiale R2 
Risque h assurer de fonction de r6partition F 2 ( X 2 )  

Utilit6 UE(X) = ( l / a ) (1  -e-aX). 

En posant k l = 1 (les kj ne sont d6finis qu'h une constante multiphcative pros), 
l 'application du th6or~me 1 donne 

k2 e-a[R2-y2(x"x2)] = 1 
ou 

y2(xl'x2)=R2-~l°gk2a et Yl(XI'X2)=XI+X2--y2(xI'x2)" I 

Par cons6quent I'assureur prend ~ sa charge la totalit6 du risque moyennant  le 
paiement d 'une prime P(x2) = y2(xl, x2), fix6e dis  que k2 est d6termin6. L'assur6 
c~de h la compagnie tout son avoir R2, moins une constante qui d6pend de son 
aversion au risque a: plus celle-ci est grande, plus le montant que ./2 est dispos6 
/a c6der est 61ev6. On calcule facilement 

I'utiht6 mitiale de la compagme 
/. oo 

= Jo (R i -x l )  dFl(xl) =R1-E(xl )  Ul(Xl) 

l'utiht~ initiale de l'assur~ 

U2(x2) = ~- (1 - e  -a(R~-x2)) df2(x2) = l_a [1 -e-aU2M2(a)] 

05 M2(a) est la fonction g~n~ratrice des moments du risque h assurer calcul~e 
au point a. En supposant l ' ind~pendance entre les variables xl et x2 on calcule 

l'utilit6 finale de la compagnie 
oo oo 

= R I  + R 2  - E ( x i )  - E ( x 2 )  _ 1  log k2 
a 

l'utilit6 finale de I'assur6 

oo ~1_[1 ( ~ )  
u z ( ; )  = a = ~ 

le gain d'utilit6 pour la compagnie 

Ui(~) - Ul(Xl) = R2 - E(x2) _1_ log k2 
a 

le gain d'utilit6 pour l'assur6 

U2(;)-U2(x2)= l [e-aU2M2(a)-~2] - -  , a 
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Cecl d6montre ~ nouveau l 'opposition des int&&s des deux protagonistes: 
l 'assureur va essayer d 'obteni r  le plus petit k2 possible, alors que I'assur6 poursuit 
le but inverse. I1 va donc s '&ablir  une n6gociation entre J~ et .12 dans le but de 
se mettre d 'accord sur une valeur de k2. En d 'autres  termes, les deux agents 
doivent n6gocier pour d6terminer la prime. 

3 .  M O D f ~ L E S  D E  M A R C H A N D A G E  ,~ D E U X  J O U E U R S  

Un jeu de marchandage ~ deux joueurs est un couple (S, d), of a 
S est un ensemble convexe compact  repr6sentant les paiements r6alisables 
dans l 'espace Euclidien ~ deux dimensions E 2 des utilit6s des joueurs;  d 
est le point de d6saccord form6 par les utilit6s initiales des joueurs. 

Notons B I 'ensemble de tous les couples (S, 4). 
Une solution est une rOgle qui associe h tout jeu de marchandage un paiement  

r6alisable; il s 'agit doric d 'une fonction f .  B ~ E 2 telle que f(S, ,~) est un 616merit 
= (X 1, X2) de S pour tout (S, aT) de B : fl  (S, it) = x l, f2 (S ,  d) = x 2. 

Il est 6vident qu'aucun joueur  ne va accepter une solution qui n 'est  pas 
rationnelle individuellement. Nous pouvons donc limiter S ~ l 'ensemble des 
points .~ tels que x, I> d,, i = 1, 2. 

Les concepts de solution qui semblent  les plus satisfaisants au point de vue 
axiomatique sont dues, I'un ~ Nash (1950), I 'autre ~ Kalai et Smorodinsky (1975). 

3.1. Le Modkle de Nash 

AXIOME 1. Ind~pendance par rapport aux reprdsentations dquivalentes des 
utilit~s. 

La solution n'est  pas affect6e par une transformation lin6aire positive effectu6e 
sur les utilit6s des joueurs. Pour tout (S, d) et tous hombres r6els a, > 0 ,  b, 
(i = 1, 2), soit (S', d ')  le jeu d6fini par S'  ={~ E E213.~ E S tel que y, = a,x, +b,} 
et d~ = a,d, +b,, i = 1, 2. Alors f,(S', d')= a,l~(S, d )+b , ,  i = 1, 2. Cet axiome ne 
f a r  que refl6ter l ' information contenue dans les fonctions d'utilit6; puisque 
celles-ci ne sont d6finies qu'~ une transformation lin6aire pros, il doit en &re 
de m~me de la solution. 

AXIOME 2. Sym~trie 

Tout jeu sym&rique a une solution sym&rique. Un jeu est sym&rique si 
(i) dl = d2, 
O0 (x~,x2)~S~(x2,  x l )~S  

L'axiome exige que, dans ce cas, fl(S, d) =/2(S, d). 
Comme  la propri6t6 pr6c6dente, cet axiome demande que la solution ne 

d6pende que de l ' information contenue dans le module; si les joueurs ne peuvent  
&re diff6renci6s par les r~gles du jeu, une permutat ion ne peut modifier la 
solution. Si les participants ont m~me fonction d'utilit6, m~me fortune initiale 
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et si l'espace du jeu est sym6trique, la solution doit accorder le m~me gain en 
utilit6 & chacun. 

AXIOME 3. Pareto-optimalitd 

V(S, d) e B, si 2 et y E S sont tels que y, > x, i = 1, 2, alors f(S, d) # ~. 

AXIOME 4. lnd6pendance par rapport aux alternatives non pertinentes 

La solution ne change pas si l'on retire de l'espace du jeu tout point autre 
que le point de d6saccord ou la solution elle-m~me. 

Un 6nonc6 6quivalent de l'axiome est le suivant: soient (S, d) et (T, d) deux 
jeux tels que T contient S e t  que f (T,  d) est un 616ment de S. Alors f,(S, d) = 
[ , ( T , d ) , i =  l , 2 .  

Cet axiome exprime le genre de n6gociation que ie module de Nash est cens~ 
representer; il exprime une propri~t6, de structure du processus de marchandage: 
pendant celui-ci, l 'ensemble des points susceptibles d'etre choisis se r6tr~cit 
progressivement, de telle sorte qu'h la fin du marchandage la solution n'est en 
comp6tition qu'avec des points extr~mement voisins, et non avec des alternatives 
plus 61oign6es ~limin6.es pendant les premieres phases de la n6gociation. 

THEOREME 2. f l  existe une et une seule solution satisfaisant aux 4 axiomes ; 
c'est le point maximisant le produit des gains d'utilitd des ]oueurs. C'est donc la 
fonction f = F  ddfinie par F(S, d )=~ ,  telle que ; ~>d et que ( x x - d l ) ( x 2 - d 2 ) >  
( y l - d l ) ( y 2 - d 2 )  Vy # x  esq. 

THEOREME 3 (Roth, 1980). Le gain d'utilitd que la solution de Nash accorde 
fi un joueur crogt lorsque I'aversion au risque de son adversaire augmente. En 
d'autres termes F,(S', d ' )>F,(S ,  aT), otJ (S', aT') est obtenu d partir de (S, aT) en 
remplacant le joueur Jj # J, par quelqu ' un qui a plus peur du risque. 

CRITIQUE. Si les trois premiers axiomes ont 6t6 6pargn6s par les critiques, il 
n'en va pas de m~me de I'axiome 4. Kalai et Smorodinsky ont r6sum6 ces 
attaques par l'exemple suivant 

Jeu n° l :  

Jeu n °2: 

l'espace de marchandage est iimit6, par le polygone reliant les points 
(0, 0), (0, 1), (0,75, 0,75) et (1, 0). 
l'espace de marchandage est limit6 par le polygone reliant les points 
(0, 0), (0, 1), (1, 0,7) et (1, 0). 

On constate que, quel que soit le gain de J~, J2 peut obtenir plus dans le jeu 
n°2 que dans le jeu n° l . . I2  a donc de bonnes raisons de r6.clamer un montant 
plus 6Aev6 dans le jeu n°2. Or, la solution de Nash est (0,75, 0,75) dans le jeu 
n° l ,  et (1, 0,7) dans le jeu n°2, ce qui ne satisfait pas & la demande de ./'2. 
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U2 

Solutions de Nash 

Jeu N ° 1 
Jeu N"2  

ui 

3.2. Le module de Kalai-Smorodinsky 

Ces deux auteurs ont pr6sent6 un autre module, qui reprend les axiomes 1 h 3, 
mais remplace le 4~me axiome par le suivant. 

A X I O M E  5. Monotonie 

Si, quelle que soit la demande de son adversaire, les r~gles du jeu sont telles 
qu'un joueur re~oit plus dans un jeu que dans un autre, la solution lui accorde 
un gain sup&ieur dans le premier jeu. 

m 

D6signons par b(S)=(bbb2)  le point "id6al" form6 par les demandes 
maximales des joueurs: b, = max {x,l(xl, x2)~ S}. L'axiome peut alors s'6noncer 
sous la forme suivante: si (T, d) et (S, d) sont deux jeux tels que T contient 
Se t  b(S) = b(T), alors f (T,  d) ~>f(S, d). 

Soit G(S, d) la solution qui consiste h chercher le point d'intersection entre 
la courbe Pareto-optimale et la droite joignant d h b~ Doric G ( S , d ) = £  tel 
que £ ~ S ,  ( x l - d l ) / ( x 2 - d 2 ) = ( b l - d O / ( b 2 - d 2 )  et . g ~  pour tout ; ~ S  tel 
que (yl - d l ) / ( y 2 - d 2 )  = (bl - d l ) / ( b 2 - d 2 ) .  

T H E O R E M E  4. II existe une et une seule solution satisfaisant aux axiomes 1, 
2, 3 et 5: c'est G(S, d). 

THEOREME 5 (Roth, 1980). Le gain d'utilit( que la solution de Kalai-  
Smorodinsky accorde & un foueur croft lorsque l'aversion au risque de son adver- 
saire augmente. 
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u2 

Point idSal 

( b .  b2) 

Ui 

La solution de Kalai-Smorodinsky ne satisfait pas bien stir h l 'axiome 4, 
puisque G(S, d) d6pend non seulement du point de d6saccord mais aussi du 
point id6al. On peut cependant montrer  que G(S, d) est ind6pendant des 
alternatives qm ne d6terminent pas le point id6al. Donc G(S, d) (tout comme 
d'ailleurs F(S, d)) satisfait h I'axiome 6. 

AXIOME 6. Inddpendance par rapport aux alternatives autres que le point de 
dgsaccord et le point iddal. 

Si (S, d) et (T, d) sont deux jeux tels que T contient S, 6(8) = b(T)  et [(T, d) 
est un 616merit de S, alors [(S, d) =/ (T ,  d). 

Si la solution de Kalai-Smorodinsky a I'avantage de satisfaire ~ l 'axiome de 
monotonie,  elle n'est cependant pas exempte de critiques. On peut par exemple 
montrer  (Roth, 1980) qu'il est impossible de gSn6raliser ce concept ~t un jeu 
plus de deux joueurs, alors que le module de Nash a d6jfi fait l 'objet de telles 
extensions (voir par exemple Lemaire (1973)). 

THEOREME 6. Pour un /eu de marchandage a 3 joueurs ou plus, il n'existe 
aucune solution Pareto-opttrnale, syrndtrique et monotone. 
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On constate une propri6t6 de dualit6 entre les deux solutions propos6es: le 
point s6lectionn6 par le module de Nash correspond au rectangle de plus grande 
surface h l 'int6rieur de S, tandis que le point isol6 par Kalai -Smorodinsky 
correspond au rectangle de plus petite surface ~ I 'ext6rieur de S. 

On trouve d 'autres  concepts de solution en th6orie des jeux. Ils ne nous 
paraissent cependant  pas adapt6s fi notre probl~me. Par exemple les solutions 
qui consistent fi s61ectionner le trait6 le plus "p roche"  du point id6al, au sens 
d 'une certaine norme, ne peuvent nous convenir car elles ne sont pas ind6pen- 
dantes d 'une transformation lin6aire effectu6e sur les utilit6s des joueurs. 

4. C A L C U L  DES PRIMES 

Les deux modules de marchandage d6crits en Section 3 nous permet tent  d'isoler 
un point sur la courbe Pareto-optimale,  c 'est-h-dire de d6terminer k2 et la prime. 

4.1. Solution de Nash 

Nous devons maximiser le produit 

al-[R2-E2(x2)-1_l°gk2][e-"R~M2(a)-~-2] 

Posons 

A =R2-E2(x2) 

B = e - " R ~ M 2 ( a )  

~ : ( A - ~ - I ° g k 2 ) ( B - ~ 2  ) 

d~ 1 1 
=0¢=~A . . . . .  logk2 13k2+ = 0. 

dk2 a a a 

Cette 6quation d6termine k2, et donc la prime P(x2), en fonction des constantes 
A, B et de l 'aversion au risque a. 

On v6rifie que 

4.2. Solution de Kalai-Smorodinsky 

b I -~ R 1 - E 1 ( x  | )  - E 2 ( x 2 )  + 1_ l o g  M 2 ( a )  
a 

b~ = 1_ [1 - e - ° r ~ - ~ l ] .  
a 
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L'6quation de la droite reliant le point de d6saccord et le point (bl, b2) est 

ul-(R1-El(x1)) 
1 

U 2 - - - -  ( 1  -e-'m2M2(a)) 
a 

1 1 
- log M2(a) -E2(x2) - e-"n~[M2(a) - e ~'~>] 
a a 

Les 6quations param6triques de la courbe Pareto-optimale sont 

u l = Rl  -El(x1) -E2(x2)  -1 -  log k2+R2 
a 

u 2 = -  1 -  . 
a 

Apr~s remplacement et calculs, on obtient 

(A-~l°gk2)(B-e-aa)-(a+l-I°gB)(B-~2)=O'a 

6quation qui d6termine implicitement k2 et la prime P(x2). 

5. PROPRII~TI~S 

En d~terminant un trait6 d'assurance unique, nous avons en fait d6fini deux 
nouveaux principes de calcul des primes: le principe de Nash et le principe de 
Kalai-Smorodinsky. Quelles sont les propri~t~s de ces principes? 

1. La prime contient un chargement de sgcuritJ. 
La prtme pure vaut E2(X2), la prime effective P(x2) = y2(x1, x2). 

P(x2) -E2(x2) = R2 _1_ log k 2 -  E2(x2). 
a 

Le second membre est le gain d'utilit6 que la compagnie obtient par le trait6. 
Comme les deux modules consid6r6s condmsent ~t une solution individuellement 
rationneile, P(x2) est bien une prime charg6e. 

2. La prime ne peut dgpasser le montant maximum des sinistres (no ripoff 
condition ) 

Cette propri6t6 r6sulte du fait que le contrat conduit n6cessairement ~ un gain 
d'utilit6 pour l'assur& 

3. La prime far  intervenir tousles moments de la distribution des sinistres (de par 
le pr6sence de la fonction g6n6ratrice des moments). 

4. La prime est ind~pendante des reserves Ra et du portefeuille de la compagnie 
d' assurance. 

5. La prime est ind~pendante de la fortune R2 de l'assur~. 

D6montrons cette propri6t6 pour ie principe de Nash. 
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THEOREME 7. La prime, calcul~e selon le principe de Nash, ne depend pas de R2. 

DI~MONSTRATION. La prime v a u t  P ( x 2 )  = g 2 - ( l / a )  log k2,  a v e c  

1 k2 e-aR2M2(a) 1 
(1)  R 2  - E 2 ( x 2 )  4- log k2 = 0.  

a a a 

Ajoutons fi R2 une quantit6 arbitraire a et v6rifions que P ( x 2 )  n e  change pas. 

1 
P ' ( x 2 )  = R E  + a -- - -  log k~, 

a 

06 

(2) 
1 k~e-atR:+'~ME(a) 1 

R2 + a  - E 2 ( x 2 )  -I log k~ = 0. 
a a a 

k2 et k~ sont li6s par la relation k~ = k E e  a~ (il suffit pour s'en convaincre 
d'effectuer le remplacement dans (2), qui se r6duit alors fi (1). Par cons6quent 

1 
P ' ( x 2 )  = R 2  + a - - l o g  (k2 e ~ )  

a 

1 
= R E + O r  - - -  l o g  k 2 - ~  

a 

= P ( x  2). 

En fait les propri6t6s 3 et 4 r6sultent du fait qu'une modification de R1 o u  R 2  

entra~ne une transformation lin6aire d 'une fonction d'utilit6 exponentielle. 

6. La prime croft avec l'aversion au risque de l'assur~ 
Cette propri6t6 est une cons6quence imm6diate des th6or~mes 3 et 5 et du 

fait que le chargement de s6curit6 de l 'assureur n'est rien d 'autre que son gain 
d'utilit6. 

7. La prime est invariante par translation P(x2 4- c )  = P ( x 2 )  + c 

La d6monstration de cette propr16t6 est fort semblable fi celle de la propri6t6 
4, en posant cette fois k~ = k2 e-aC 

Par contre de nombreux contre-exemples permettent  de v6rifier que les deux 
prmcipes de calcul des primes ici d6finis ne satisfont ni ~ la propri6t6 d'additivit6 
ni fi celle dqt6rativit6. 

8. Exemple 
Nous reprenons ici les donn6es utilis6es par Moffet (1979). 
Distribution du cofit des sinistres pour l'assur6 

x2 0 1 2 3 4 5 7 10 15 20 

Prob. 0,3 0,05 0,06 0,08 0,1 0,13 0,15 0,07 0,04 0,02 

La prime pure vaut 4,21. 
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Nous devons, pour obtenir la prime, r6soudre les 6quations suivantes: 

1 
1. Principe de Nash: 35,79 - 1_ log k2 - e-4°aM2(a) + -  = 0. a a 

2. Principe de Kalai-Smorodinsky: 

(35,79-al- log k2) (e-4°aM2(a )-e-aS'79a)-(35,79-40 M2(a )) 

× (e-'°aM2(a )-~2) = O. 

La r6solution de ces deux 6quations pour diff6rentes valeurs de a conduit aux 
r6sultats repris ci-dessous. Le tableau indique la prime ainsi que les gains en 
utilit6 des deux joueurs. 

NASH KALAI - S MORODI NS KY 
a P ul u2 P ul u2 

0,01 
0,05 
0,1 
0,25 
0,5 
1 

4,259 0,05 3,42 x 10 -2 
4,482 0,27 4,60 x 10 -2 
4,824 0,61 1,82 x 10 -2 
6,425 2,21 5,01 x 10 -4 
9,866 5,66 1,62 x 10 -6 

13,747 9,54 3,73 x 10 -11 

4,259 0,05 3,42 x 10 -2 
4,482 0,27 4,60 x 10 -2 
4,824 0,61 1,82 × 10 -2 
6,442 2,23 4,97 x 10 -4 

10,142 5.93 1,53 x 10 -6 
14,230 10,02 3,48 x 10 -11 

Lorsque l'averslon au risque de l'assur6 est faible, le jeu est presque 
sym6trique; la prime ne d6passe que de peu la prime pure. Le principe de 
Kalai-Smorodinsky est plus avantageux pour l 'assureur que le principe de Nash: 
la prime est 16g~rement plus 61ev6e. 

6. CONCLUSIONS 

La science actuarielle a connu ces derni~res ann6es, avec l'6tude de nombreux 
principes de calcul des primes, une 6volution fort int6ressante. Le pilier principal 
de l 'actuariat traditionnel, le principe d'6quivalence---que l'on appelle 
aujourd'hui le principe de l'esp6rance math6mat ique--a  perdu un peu de son 
r61e central suite h l ' introduction de principes de plus en plus sophistiqu6s. L'on 
a commenc6 par introduire des param~tres de la distribution des sinistres autres 
que ia moyenne (variance, 6cart-type, coefficient d'asym6trie, semi-variance . . . .  ). 
Puis des concepts en provenance de l '6conomie math6matique ont fait irruption 
en actuariat et les principes les plus r6cents introduisent la situation du march6 
et les pr6f6rences de comportement  des protagonistes. Les deux principes de 
calcul pr6sent6s ici vont encore plus loin: nous avons d6termin6 des primes par 
marchandage, en nous basant uniquement sur l 'attitude des agents 6conomiques 
en pr6sence de risques, en faisant totalement abstraction du principe 
d'dquivalence et de la prime pure. 
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Si l 'on pensera sans doute ~ juste titre que nous sommes all~s trop loin, il 
n 'emp~che que nos deux principes v~rifient un ensemble de propri6t6s satis- 
faisant: la prime contient un chargement  de so'curitO., elle ne peut d0.passer le 
montant  maximum des sinistres, elle ne do'pend ni des to'serves de l 'assureur, ni 
de la fortune de I'assuro', ni du portefeuille de la compagnie.  Elle fait intervenir 
tous les  moments  de la distribution des sinistres et est invariante par translation. 
Bien stir cet ensemble de proprio'to's ne peut soutenir la comparaison avec celles 
vo'rifio'es par le principe de l'utilit6 nulle, par exemple. N6anmoins cela ne doit 
pas nous falre perdre de vue la qualit6 ~ notre sens fondamentale  des deux 
principes lci pr6sent6s, ~ savoir le fair d ' introduire explicitement dans le calcul 
des primes le compor tement  de l 'assur& Les principes de calcul des primes 
introduits pr6c6demment semblent  avoir fait la part un peu trop belle aux 
compagnies en oubliant que dans tout contrat d 'assurance il y a une autre partie 
tout aussi importante:  l 'assur& Nous avons tent6 ici de r6tablir I'~quilibre en 
introduisant dans le raisonnement l 'at t i tude vis-h-vis du risque de ce dernier. 

D E U X I ~ M E  PARTIE COALITION CONTRE UNE C O M P A G N I E  D 'ASSURANCES 

Dans ce qui precede, nous avons appliqu6 le tho'or~me de Borch ~ un micro- 
marcho' formo' par un assur6 et un assureur. Rien ne nous emp~che bien stir 
d 'a jouter  des joueurs au raisonnement.  Dans ce qui suit, nous allons introduire 
un troisi6me joueur, ./3, un assur6 caract6rls~ par sa situation JR3, F3(x3)] et sa 
fonction d'utilit~ u3(x), que nous supposons o'galement exponentielle, de para- 
m~tre b. Nous supposons l 'indOpendance entre les risques des 3 joueurs. 

Par application du tho'or~me de Borch, nous obtenons que l 'assureur Jl  va 
reprendre la totalit~ des risques de ses partenaires, moyennant  le pa iement  de 
primes P(x2) et P(x3). 

Y I(XI,  X2, X3) = X1-" X 2 '4"X3 - - P ( x 2 ) - P ( x 3 )  

yz(x ~, x2, x3) = P(x2) = R2-  ~ log k2 
a 

1 
y3(Xl ,  X2, X3) = P ( x 3 )  = R 3  - ff l o g  k3. 

L'introduction d 'un deuxi~me assuro' permet  d 'a jouter  une dimension au pro- 
blame. En effet les assur6s disposent maintenant  d 'une alternative ~t l 'assurance 
pure et simple: ils peuvent  s'o'changer leurs risques sans no'cessairement passer 
par l 'assureur. Ils peuvent  o'galement utiliser cette possibilito' suppl6mentaire 
comme menace dans le but d 'obtenir  des primes moins o'levo'es. C'est  ce que 
nous allons d6montrer  en calculant le coeur du march6. 

DI~FINITIONS 

1. Soit N = {Jl . . . . .  J,} les agents du march6 d'~change de risques, et S cA/" 
toute coalition de joueurs. Un trait~ ~' domine ~ par raport  ~ S si Y' est 
r~alisable pour S et si u~ (~')i> u~(~)Vf ~ S (avec au moins une in6galit6 stricte). 
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2. Y' domine ~ s'il existe une coalition S telle que Y' domine ~ par rapport 
cette coalition. 
3. Le coeur du march6 est l 'ensemble des trait6s non domin6s. 
Le coeur est donc un ensemble stable, puisqu'aucune coalition n'a int6r~t 

quitter le march6. 

Le coeur d'un march6 d'Schange de risques a 6t6 caract6ris6 r6cemment par 
Baton-Lemaire  (1981) dans le cas particulier ofJ tous les agents utilisent une 
fonction d'utilit6 exponentielle (de paramStre c, pour J,). 

THEOREME 9. Un trait( appartient au coeur d'un march( d'(change de risques 
d utilit(s exponentielles si et seulement si 

y l ( x l  . . . . .  X . )  = q l ( x t  + "  • " + X . )  + y , ( O ) ,  

a v e c  

1/cl 

1/c, 

y,(0) =0 
I = l  

E y,(O)~< E ( p S _ p N )  V S = N ,  S # 0 ,  
I~S I~S 

oil 
= (z I ) 

1 Z lOgMk [ 1 / c ,  
Pt8 C I kES  IE 

est la prime qu ' appliquerait Ji dans la coalition S s 'il utilisait le principe de l'utilit( 
exponentielle. 

Dans le cas de notre march6/ i  3 joueurs, le th6or~me est d'application car 
les fonctions d'utilit6 lin6aires peuvent ~tre consid6r6es comme un cas particulier 
des fonctions exponentielles. 

Nous avons 
ql = 1, q2=q3 = 0  

y 1(0) = - P ( x 2 )  - P ( x 3 ) ,  y2(O) = P(x2), y3(O) = P ( x 3 ) .  

Nous pouvons par cons6quent calculer 

Coalition 

{1} 

{2} 

{3} 

Primes 

p~l~ =E(xl)  

p{22 ~ = 1_ log M2(a) 
a 

p~3~ = b 1_ log Ms(b) 
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Coalition 

{1 2 3} 

{1 2} 

11 3t 

I2 31 

Primes 

p~123~ = E(xl) +E(x2) +E(x~) 
pp2~ = El(x,) +E2(x2) 

p~131 = E1 (Xl) + E 3 ( x 3 )  

P~2123} = pi31231 = 0 

p~12~ = 0 

P(3 TM = 0 

Dans cette coalitron, J'2 et J3 se passent des services de l'assureur. 
J2 prend ~ sa charge une fraction (1/a)/(1/a + l / b )  des deux 
risques, et J3 la fraction compl6mentaire (1/b)/(1/a + 1/b). Donc 

[ 1)] 
P1223}=l-a l°gM2(1/a+ l/b)+l°gMa(1/a+ l/b 

1 1 1 p1323'=~[logMs(1/a +log Ms 
+ I /b )  ( 1 / 0 +  1 . ) ] "  

Nous sommes maintenant en mesure d'~crire les 6 conditions d'existence du 
coeur. 

1. S = {1}. La condition yl(0) ~<PP~ - P ~  s'6crit 

P(X2) + e ( x 3 )  I> E2(x2)  + E s ( x 3 )  

ou  

R2 +Ra _1_ log k2 -~- log k3 ~ E2(x2)  + E3(x3).  a O 

I1 s'agit de la condition de rationalit6 individuelle pour l'assureur, qui n'acceptera 
le march6 que si la prime totale pergue est au moins 6gale/~ la prime pure. 

2. s = t2}. 

y2(O) ~ e~=l - P~' 

¢:t,P(x2) ~< ! log M2(a)-0 a 

¢OR2 - 1 log k2 ~< 1 log M2(a). 
a a 

C'est la condition de rationalit6 individuelle pour ./2, qui n'acceptera pas une 
prime trop 61ev6e. 

3. $ = 13}. 

Ra-~ log k3~< ~ log M3(b ) 

(condition de rationalit6 individuelle pour J3). 
4. S = {1,2}. 

y l(0)+y210)-<EPP2~-P~]+[P~'2'-P~] 

1 
¢:::)R 3 - - f f  log k3 ~ E(x3 ) .  
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Cette condition de rationalit6 collective pour la coalition {1,2} exige que J3 paye 
une prime charg6e, faute de quoi il sera plus int6ressant pour J1 et Jz de se 
s6parer de ./3. 

5. S = 11,3} 

R2 _ !  log k2 ~ E2(x2) a 

(condition de rationalit6 collective pour {1, 3}). 
Remarquons que les conditions 4 et 5 rendent la premiere superflue. 

6. S = {2,3} 

y2(0) + y3(0) ~ [e~23r _ P72 + [ p ~ 2 3 r  _ p~]  

¢~P(x2)+P(x3)=R2 - a  1- l°g k2 +R3 -F-log k3 1 

1 1 
\a(1-+l-'~[l°gM2(1/a+l/b)+l°gM3(1/ab] + l / b ) ] "  

Cette condition de rationalit6 collective pour la coalition form~e par les deux 
assures repr6sente l'61~ment nouveau: si la prime r6c lam~ par I'assureur est 
trop forte, il est pr~f6rable pour J2 et J3 de ne pas traiter avec lui, et de partager 
leurs risques. 

La condition 6 restreint eftectivement l'ensemble des solutions admissibles en 
faveur de ./2 et .,/"3. En effet, comme 1/(1/a + 1/b)~<a nous avons 
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EXEMPLE. Supposons  que les deux assur6s soient  soumis  au m~me risque, 

distr ibu4 selon un loi F, de m o y e n n e  1,2 et de var iance 1,25 ( B a t o n - L e m a i r e  
(1981)). Supposons  que RE = 10, R3 = 5, a = 0,4, b = 0,8. On  v6rifie que le coeur  
du march4 est d4 te rmm6 par les condi t ions  

1,2 ~< P(x2) ~< 1,6 

1,2 ~< P(x3) ~ 2,6 

2,4 ~< P(x2) + P(x3) ~ 2,8. 

J2 est prOt ~ payer  une  pr ime al lant  jusque  1,6. J3, ayant  plus peur  du risque, 
est m~me dispos6 ~ aller jusque  2,6. En  se coalisant,  cependan t ,  J2 et J3 peuven t  
l imiter la somme de leurs primes ~ 2,8. 
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